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Resumo

Neste trabalho objetiva-se desenvolver uma família de algoritmos adaptativos baseados
em funções não lineares, utilizando-se a função 1− e−αε2 como critério aplicado sobre
o erro, o qual deseja-se minimizar. Essa função gera uma superfície que proporciona
convergência mais rápida do algoritmo e menor desajuste quando comparado ao LMS.
O desenvolvimento de tal algoritmo baseia-se na utilização de estatísticas de alta ordem
para obtenção de mais informações sobre os sinais envolvidos no processo, com o
objetivo de melhorar a performance de um filtro adaptativo. Simulações utilizando
o Matlab são apresentadas para validar a teoria apresentada, e também o aplicamos
na eliminação de ruído em sinal de eletrocardiograma. Os resultados mostraram que
o algoritmo teve um desempenho melhor do que o LMS quando o ruído tinha uma
distribuição Gaussiana.

Palavras-chave: filtragem adaptativa, cancelamento de ruído, LMS, Eletrocardiograma.
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Abstract

This work aimed to develop a family of adaptive algorithms based on non-linear
functions, using the function 1 − e−αε

2 as applied criteria about the error, which it
wishes minimizar. Essa function generates a surface that provides faster convergence of
the algorithm and smaller misfit compared to the LMS. The development of such an
algorithm is based on the use of higher order statistics to obtain more information about
the signals involved in the process, in order to improve the performace of an adaptive
filter. Simulations using Matlab are presented to validate the theory presented, and also
apply in noise elimination in ECG signal. The results showed that the algorithm has a
better performance than the LMS when the noise had a Gaussian distribution.

Keywords: Adaptive filtering, noise cancellation, LMS, Electrocardiogram.
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1 Introdução

1.1 Estado da arte

A filtragem adaptativa constitui atualmente uma ferramenta de grande relevân-
cia no processamento de sinais, sendo largamente utilizada em diversas aplicações
práticas que não podem ser resolvidas através de filtros fixos, especialmente quando
precisa-se processar sinais provenientes de ambientes com estatísticas desconhecidas
ou que variam no tempo (não estacionário), pois tais filtros possuem a capacidade de
adaptar-se automaticamente as alterações no sinal de entrada.

Essa técnica possui um vasto campo de aplicações, sendo explorada com sucesso
em problemas de economia, engenharia biomédica, equalização de canais, sistemas
de controle e em telecomunicações (WIDROW; STEARNS, 1985). Na área biomédica
podem ser encontradas diversas aplicações, dentre as quais pode-se citar: cancelamento
de interferências do coração doador no eletrocardiograma (ECG) durante o transplante
de coração; cancelamento da influência materna em ECG fetal (SANTANA et al., 2006).
Em (HAYKIN, 2001) são apresentadas diversas aplicações do processamento adaptativo
de sinais.

A eficiência dos filtros adaptativos depende principalmente do projeto usado e
do algoritmo de adaptação. O principal desafio da filtragem adaptativa é desenvolver
algoritmos que sejam, simultaneamente, fácies de implementar, robustos, rápidos, que
rejeitem bem o ruído, e que acompanhem eficientemente processos não estacionários de
forma continua.

Diversos algoritmos para a atualização dos parâmetros do filtro adaptativo
foram desenvolvidos nos últimos anos. Dentre os algoritmos existentes na literatura
podemos citar o algoritmo LMS (Least-Mean-Square) convencional, Normlaized LMS
(NLMS), o LMS no domínio da frequência e o RLS (Recursive Least Square), cada um
com particularidades específicas e desempenhos diferentes.

O LMS é o algoritmo mais utilizado em aplicações práticas de filtragem adapta-
tiva. Tal algoritmo possui baixa complexidade computacional, mas seu comportamento
durante a convergência varia de acordo com as características do sinal de entrada,
acarretando numa convergência lenta para sinais de entrada correlacionados.

As exigências impostas nas aplicações práticas de filtragem adaptativa, tais como
velocidade de convergência, complexidade computacional e robustez do algoritmo exi-
giram modificações no algoritmo LMS convencional, fazendo surgir novos algoritmos,
tais como o NLMS (Normlaized Least Mean Square), que possui maior complexidade
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computacional do que o convencional, porém, devido à normalização, torna a conver-
gência independente da potência do sinal de entrada e o algoritmo LMS no domínio da
frequência, que a medida que o número de coeficientes do filtro adaptativo aumenta, a
complexidade computacional diminui e sua convergência para sinais coloridos melhora
em relação ao LMS convencional.

O algoritmo RLS, por outro lado, possui alta taxa de convergência, porém apre-
senta problemas de instabilidade numérica e alto custo computacional, sendo necessário
muita cautela ao implementá-lo (SAYED, 2003; REGALIA, 1992). Outra caracteristica de
tal algoritmo, é que sua capacidade de acompanhar processos não estacionários nem
sempre é adequada, como mostra (EWEDA, 1994), sendo seu desempenho inferior ao
do LMS em algumas situações nesse quesito.

A maioria dos algoritmos existentes na literatura utiliza como função de custo
o erro médio quadrático, como é o caso dos algoritmos acima citados. Tais algoritmos
são baseados em estatísticas de segunda ordem (SOS), método suficiente quando se
assume que os sinais envolvidos no processo têm distribuição Gaussiana, obtendo-se
um grande número de simplificações na análise do comportamento do algoritmo, assim
como proporcionando um menor custo computacional quando comparado a métodos
baseados em estatística de alta ordem (HOS) (SANTANA et al., 2006). No entanto,
alguns sinais naturais ou artificiais, não são necessariamente gaussianos, longe disso.
Assim, o uso da estatística de alta ordem como uma forma de extrair mais informações
dos sinais envolvidos no processo de adaptação tem se mostrado útil em sistemas
adaptativos (SILVA et al., 2010).

Neste campo, de particular interesse para a abordagem aqui proposta podemos
citar os trabalhos de (BARROS et al., 2003), (SANTANA et al., 2006) e (SILVA et al.,
2010), ambos desenvolveram algoritmos baseados na utilização de estatísticas de alta
ordem para a obtenção de mais informações sobre os sinais envolvidos no processo,
com o objetivo de melhorar o desempenho de um filtro adaptativo.

(BARROS et al., 2003) desenvolveram uma família de algoritmos baseados na
soma dos momentos pares do erro, inspirados na função de distribuição de probabi-
lidade de uma variável aleatória, os quais podem ser escritos como uma combinação
linear de seus momentos. Já (SANTANA et al., 2006), utilizaram uma função não linear,
contínua e simétrica, a função f = ln(cosh(αε)), como critério a ser aplicado sobre o erro,
onde α é um número inteiro, para desenvolver o Algoritmo Sigmoidal (SA) e (SILVA et
al., 2010), desenvolveram o algoritmo RNL, utilizando como critério aplicado sobre o
erro, uma função não linear, par, contínua e simétrica. Tal algoritmo é baseado em uma
potência par do erro, inspirado no algoritmo RLS padrão.

Apesar da grande importância dos algoritmos adaptativos, a solução, obtida
pelos algoritmos disponíveis na literatura, ainda não é a ótima. Isto justifica a grande
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busca, pelos pesquisadores, de algoritmos que sanem essa deficiência.

1.2 Objetivos

Neste trabalho objetiva-se desenvolver uma família de algoritmos adaptativos
baseado no método do gradiente descendente que utilize como critério de desempenho
uma função de custo não linear para ajuste dos coeficientes do filtro.

No específico, esse trabalho visa contribuir nos seguintes aspectos:

• Um novo modelo de filtro adaptativo com função de custo não linear com rápida
convergência;

• Realizar simulações computacionais no intuito de comparar o desempenho do
algoritmo proposto com o algoritmo mais utilizado na literatura, nesse caso o
LMS;

• Continuar contribuindo com o estudo de filtros digitais, em especial a filtragem
adaptativa;

• Realizar aplicação na área de biomedicina, para cancelamento de ruído em sinal
de eletrocardiograma.

1.3 Organização do texto

Este trabalho encontra-se dividido da seguinte forma: No capítulo 2, apresenta-se
o conceito de filtro adaptativo assim como, a estrutura e princípio de funcionamento do
mesmo; mostra-se algumas das principais aplicações dos filtros adaptativos; revisa-se
filtragem ótima, mostrando a superfície quadrática, gerada pela utilização do método
dos mínimos quadrados; faz-se uma breve revisão dos algoritmos da descida mais
íngrime e Least Mean Square (LMS), mostrando a derivação, convergência do vetor peso
e excesso de erro final do LMS.

No capítulo 3 mostra-se o desenvolvimento do algoritmo SAG, que utiliza como
critério aplicado sobre o erro a função 1− e−αε2 , obtendo equação de atualização dos
pesos do filtro, a expressão que garante a convergência e o desajuste.

No capítulo 4 realiza-se simulações no MATLAB, comparando-se o algoritmo
SAG com o LMS, através de suas curvas de aprendizagem.

No capítulo 5 aplica-se o algoritmo desenvolvimento na eliminação de ruído
Gaussiano em sinal de ECG, através de simulações no software MATLAB.
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E por fim, no capitulo 6 mostra-se a conclusão e proposta de continuidade do
trabalho.
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2 Filtros digitais

O termo filtro é usado para descrever um sistema de hardware ou software, cuja
finalidade pode ser tanto recuperar informação contaminada por ruído ou simplesmente
selecionar partes de interesse de um sinal (CORDEIRO, 2008). Filtros usados para tais
propósitos podem ser de parâmetros fixos ou adaptativos.

2.1 Filtros fixos versus Filtros adaptativos

Os filtros digitais são classificados em filtros de parâmetros fixos e filtros adap-
tativo, como pode ser observado na Figura 1. Ambos os tipos de filtros possuem par-
ticularidades bem distintas, que irão definir em que tipo de aplicações poderão ser
utilizados.

Figura 1 – Classificação de filtros digitais

Os filtros digitais de parâmetro fixo possuem as seguintes características:

• Podem ser lineares ou não lineares;

Filtros lineares computam a saída do filtro utilizando uma combinação linear dos
sinais de entrada. Caso contrário, diz-se que os filtros são não lineares.

• São invariantes no tempo;

• No processo de projeto, utiliza-se informações sobre a banda de frequência que o
filtro atuará;

• Os coeficientes do filtro são escolhidos durante a fase de projeto e permanecem
constantes durante toda a operação normal do filtro.
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Em algumas aplicações práticas, a utilização de filtros de parâmetros fixos pode
se tonar inadequada, seja por falta de informações suficientes para efetuar o projeto do
filtro fixo ou devido a alterações ocorridas no projeto durante a operação normal de
aplicação (AGOSTINHO, 2011).

Nesses casos, aplica-se os filtros adaptativos, que tem como principal vantagem a
capacidade de adaptar-se automaticamente às alterações no sinal de entrada objetivando
melhorar seu próprio desempenho durante a operação (TAKAYAMA et al., 2011). Suas
principais características estão listadas abaixo:

• São filtros com coeficientes que variam no tempo;

• Adaptam-se automaticamente às alterações nos sinais de entrada;

• Baseiam-se em algoritmo de minimização do erro.

Os filtros adaptativos são comumente classificados como lineares ou não-lineares
dependendo da estrutura de filtragem utilizada, isto é, desconsiderando sua caracterís-
tica adaptativa tendo em vista que um filtro adaptativo não é, a rigor, um sistema linear
uma vez que não satisfaz o princípio da superposição durante sua adaptação, devido
à contínua variação de seus coeficientes (BATISTA, 2009). Dessa forma, considerando
coeficientes fixos, se a relação de entrada e saída obedece ao princípio da superposição,
o filtro adaptativo é dito linear, caso contrário, é dito não-linear.

Embora a maioria das aplicações sejam restritas ao uso de filtros lineares, os
filtros adaptativos não-lineares são indispensáveis em aplicações onde os fenômenos
físicos a serem modelados são fortemente não-lineares (FARHANG-BOROUJENY, 2013).
Dentre essas aplicações, destacam-se a equalização de sistemas de comunicação por
satélite, o processamento de sinais dependente da percepção e o estudo das distorções
harmônicas em alto falantes (BATISTA, 2009). No entanto, as estruturas de filtragem
não-lineares estão fora do escopo do presente trabalho de pesquisa.

2.2 Filtro de Wiener

Para melhor compreender os conceitos relacionados a filtragem adaptativa, torna-
se conveniente abordar a teoria de filtragem ótima (filtro de Wiener). O filtro de Wiener
é um filtro linear ótimo no sentido do Erro Médio Quadrático (EMQ), como explicitado
mais adiante.

A Figura 2 representa a estrutura geral de um filtro de Wiener, onde xk e dk
representam respectivamente a entrada e o sinal desejado do filtro a cada instante k. O
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filtro produz uma saída yk que é comparada com o sinal desejado dk, gerando um erro
εk, dado por:

εk = dk − yk (1)

Wkx

kd

kε+ky

Figura 2 – Estrutura geral de um filtro de Wiener

Pode-se notar em 1 que quanto menor for o sinal do erro, mais próxima a saída
será da resposta desejada. Dessa forma, o objetivo é ajustar os parâmetros do filtro de
modo a minimizar o erro. Dentre os vários critérios que podem ser usados para orientar
esse ajuste o critério adotado, nos filtros de Wiener, é a minimização da função do EMQ,
onde o filtro busca minimizar o valor esperado E[ε2k] (NASCIMENTO, 2005). O Erro
Médio Quadrático é dado por:

ξ = E[ε2k] (2)

2.2.1 Solução de Wiener para Filtros Transversais

Existem diversas estruturas para a implementação de filtros lineares. Tais estru-
turas podem ser classificadas em dois grupos (BATISTA, 2009): estruturas com resposta
ao impulso finita (Finite Impulse Response - FIR) e estruturas com resposta ao impulso
infinita (Infinite Impulse Response - IIR). Dentre as estruturas FIR, os filtros transversais ou
filtros de linha de atrasos são os mais utilizados, sendo o filtro de Wiener baseado nessa
estrutura. Na Figura 3 pode-se ver o diagrama de blocos de um filtro FIR transversal.

+

1z− 1z− 1z−kx 1kx − 2kx − 1k Nx − +

0w 1
w 2w N-1w

ky

Figura 3 – Estrutura de um filtro FIR transversal
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onde:

• W = [w0 w1 w2 ... wN−1] e Xk = [xk xk−1 xk−2 ... xk−N+1], representam, res-
pectivamente, o vetor de coeficientes e o vetor de entrada do filtro. Sendo o
subscrito k o índice de tempo.

• yk é a saída do filtro, dada por:

yk = w0xk + w1xk−1 + w2xk−2 + ...+ wN−1xk−N+1 =
N−1∑
i=0

wix(k − i) (3)

yk = XT
k W (4)

Considerando N − 1 a ordem do filtro FIR, a sua saída é calculada utilizando
somente o valor da entrada no instante k e nas N − 1 amostras anteriores. Dessa forma,
o filtro não é realimentado e por isso também é chamado de filtro não recursivo ou filtro
de média movél.

Utilizando a Expressão 4, tem-se que o erro pode ser reescrito como:

εk = dk − XT
k W (5)

onde T é a operação de transposição de matrizes.

Substituindo-se a Equação 5 em 2 e sabendo que XT
k W = WTXk, tem-se :

E[ε2k] = E[d2k − 2dkXT
k W + WTXkXT

k W] (6)

Dessa forma, o EMQ é representado por:

ξ = E[d2k]− 2E[dkXT
k ]W + WTE[XkXT

k ]W (7)

Seja:

• R = E[XkXT
k ] = E


x2k

xk−1xk
...

xk−N+1xk

xkxk−1 xkxk−2 ... xkxk−N+1

x2k−1 xk−1xk−2 ... xk−1xk−N+1

...
...

...
...

xk−N+1xk−1 xk−N+1xk−2 ... x2k−N+1

, a

matriz de correlação de Xk;

• P = E[dkXk] = E[dkxk dkxk−1 dkxk−2.... dkxk−N+1]
T , o vetor de correlação cru-

zada entre dk e Xk;
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• e E[d2k] = σ2
d, a variância da resposta desejada

Na matriz R, os termos da diagonal principal indicam as médias quadradas das
componentes do sinal de entrada e os demais termos representam a correlação entre os
elementos do sinal de entrada. Tal matriz indica a dependência entre os diversos termos
do vetor Xk, enquanto que o vetor de correlação cruzada,P, mensura a dependência
entre o sinal desejado e cada componente do vetor de sinal de entrada.

Substituindo R , P e σ2
d na Equação 7, podemos reescrevê-la da seguinte forma:

ξ = σ2
d − 2PTW + WTRW (8)

Observa-se na Equação 8 que o Erro Médio Quadrático é uma função quadrática
em W, com um único mínimo, já que possui forma de hiperparaboloide convexa. Tal
superfície é conhecida como superfície de desempenho (ALMEIDA, 2004)

O gráfico da superficie de desempenho do Erro Médio Quadrático pode ser
observado na Figura 4, sendo o Erro Médio Quadrático plotado na vertical e os pesos
w0 e w1 variando de -1 a 1, supondo que estamos trabalhando em um filtro com apenas
dois pesos.

Figura 4 – Porção de uma superfície quadrática tridimensional
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O ponto mínimo da superfície de desempenho do erro médio quadrático pode
ser obtido, calculando-se o gradiente em relação ao vetor de pesos do filtro adaptativo e
igualando esse resultado a zero. O gradiente de tal superfície é obtido, derivando-se a
Equação 8 em relação a cada peso:

∇ξ = ∂ξ

∂W
=

[
∂ξ

∂w0

∂ξ

∂w1

...
∂ξ

∂wN

]T
(9)

∇ξ = ∂(−2PTW)

∂W
+
∂(WTRW)

∂W
(10)

Assim,

∇ξ = −2P + 2RW (11)

Igualando a Expressão 11 a zero para encontrar o vetor de pesos ótimos, W∗ , temos:

−2P + 2RW = 0 (12)

Considerando que a matriz de autocorrelação, R , seja definida positiva e que R−1

exista, podemos pré-multiplicar a Equação 12 pela inversa da matriz de autocorrelação
,R, resultando na expressão 13 , conhecida como solução de Wiener no sentido médio
quadrático.

W∗ = R−1P (13)

Para encontrar os parâmetros do filtro de Wiener deve-se, a princípio, resolver o
sistema de equações de Wiener-Hopf, dado pela Equação 13. A resolução de tal sistema
requer a matriz de autocorrelação, R, e o vetor de correlação cruzada, P, que geralmente
não são conhecidos a priori, além de necessitar de uma inversão matricial que é compu-
tacionalmente dispendiosa. Além do mais, se os sinais não forem estacionários, R e P
variam no tempo e W precisa ser repetidamente calculado.

Através de um algoritmo adaptativo, o filtro deve ajustar os seus pesos de modo
a aproximá-los o máximo possível do vetor de pesos ótimos, representado pela solução
de Wiener.

2.3 Filtro adaptativo

Filtros adaptativos são filtros que ajustam seus próprios parâmetros conforme
as características de um sinal que se deseja obter. Tais filtros são formados por três
módulos, que podem ser observados na Figura 5 (NUNES, 2014).
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Figura 5 – Elementos de um filtro adaptativo

• Estrutura do filtro: Esse módulo produz a saída do filtro a partir de medições do
sinal de entrada. A estrutura é fixa e seus parâmetros são ajustados pelo algoritmo
adaptativo.

• Critério de desempenho: A saída do filtro adaptativo e a resposta desejada são
processadas pelo módulo de critério de desempenho para avaliar sua qualidade
em relação aos requisitos da aplicação.

• Algoritmo adaptativo: O algoritmo adaptativo tem por objetivo ajustar os pesos
do filtro, satisfazendo um determinado critério de desempenho, que normalmente
é a minimização de uma função do erro do processo de adaptação.

Na escolha do algoritmo de adaptação deve-se levar em consideração: a velocidade
de convergência e precisão do algoritmo, a complexidade numérica do algoritmo,
a estabilidade da estrutura do algoritmo (HAYKIN, 2001)

– A velocidade de convergência: número de iterações necessárias para que o
algoritmo, perante sinais estacionários, se aproxime o suficiente da solução
ótima de Wiener. Quanto maior a velocidade de convergência, mais rapida-
mente o algoritmo se adaptará a um ambiente estacionário de características
desconhecidas.

– A complexidade numérica: refere-se ao número de operações a efetuar para
completar uma iteração do algoritmo.

– Dependendo do algoritmo de adaptação poderá haver instabilidade numérica
ao ser concretizado num processador
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2.4 Estrutura de um filtro adaptativo

Os filtros adaptativos são compostos basicamente por um filtro digital e um
algoritmo adaptativo, sendo o algoritmo adaptativo responsavél por ajustar os
coeficientes do filtro digital de modo que o erro do processo de adaptação seja
minimizado progressivamente, fazendo com que o sinal de saída do filtro seja o
mais próximo possível do sinal desejado. A estrutura geral de um filtro adaptativo
é apresentada na Figura 6.

FILTRO 
DIGITAL

ALGORITMO
ADAPTATIVO

+kX ky

kε

-

kd

Figura 6 – Estrutura geral de um filtro adaptativo

onde Xk = [xk xk−1 xk−2 ... xk−N+1] é o vetor de entrada do filtro adaptativo
e Wk = [w0k w1k w2k ... w(N−1)k] são os N coeficientes do filtro que podem se
alterar a cada instante k.

Filtros adaptativos normalmente usam filtros FIR, devido à sua simplicidade e
garantia de estabilidade. Portanto a saída pode ser calculada por:

yk = w0kxk + w1kxk−1 + w2kxk−2 + ...+ w(N−1)kxk−N+1 =
N−1∑
i=0

wikx(k − i) (14)

yk = XT
k Wk (15)

É interessante observar que a única diferença entre a Equação 14 e 3 é que os
coeficientes do filtro podem variar a cada instante de amostragem.

Pode-se interpretar a filtragem adaptativa estruturada na Figura 6 da seguinte
forma: o sistema fornece o sinal de entrada do filtro, Xk , que é ponderado pelos
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coeficientes do filtro adaptativo, Wk, gerando a saída yk. A saída é subtraída do
sinal desejado, dk, resultando num erro, dado por:

εk = dk − yk (16)

O processo de adaptação dos coeficientes do filtro consiste na otimização de
uma função, chamada função de custo, que em geral, depende do sinal de erro
(GONTIJO, 2006).

2.5 Aplicações

Como já mencionado anteriormente, a filtragem adaptativa possui um vasto
campo de aplicações, sendo que a maioria dessas aplicações recai em uma das
seguintes classes de problemas: predição, identificação de sistemas, modelagem
inversa e cancelamento de ruídos. Tais classes de problemas são descritas como
segue:

– Predição linear:

O filtro adaptativo, neste caso, é utilizado para predizer valores futuros de
um sinal de entrada, veja Figura 7. O sinal de entrada s é o próprio sinal
desejado d e o sinal x é o sinal s com atraso.

Os valores passados do sinal s fornecem a entrada aplicada ao filtro adapta-
tivo, e dependendo da aplicação de interesse, a saída do filtro adaptativo ou
o erro estimado (predito) pode servir como saída do sistema. No caso de a
saída do filtro ser a resposta do sistema, diz-se que o filtro adaptativo opera
como um preditor, enquanto que no caso em que se usa o erro estimado como
saída do sistema diz-se que o filtro adaptativo opera como um preditor de
erro (CASTOLDI, 2007).

Figura 7 – Estrutura de um filtro adaptativo para predição linear

– Identificação de sistemas:
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Essa classe de aplicação é também conhecida como modelagem de sistemas,
o objetivo do filtro adaptativo aqui é fornecer um modelo linear que melhor
represente uma planta desconhecida, veja a Figura 8. O sinal s, alimenta tanto
a planta quanto o filtro adaptativo e a saída da planta é a resposta desejado
do filtro adaptativo.

A identificação adaptativa é frequentemente utilizada em sistemas de comu-
nicações, sistemas de controle e em identificação de estruturas. Nos sistemas
de controle, por exemplo, pode ser utilizada para modelar uma planta com a
finalidade de projetar um controlador (MALUENDA et al., 2005).

Figura 8 – Estrutura de um filtro adaptativo para identificação de sistemas

– Modelagem inversa:

Nessa aplicação a função do filtro adaptativo é encontrar o melhor modelo
inverso para reduzir ou anular a distorção provocada por um canal, veja a
Figura 9. O sinal que foi transmitido ou distorcido por um canal é utilizado
como entrada do filtro adaptativo e uma versão atrasada do sinal original s é
utilizado como sinal de referência.

Uma aplicação da modelagem inversa é a equalização de canal, cujo objetivo
é reduzir a interferência inter simbólica através de um filtro adaptativo que
inverta a resposta do canal (MALUENDA et al., 2005).

Figura 9 – Estrutura de um filtro adaptativo para modelagem inversa
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– Cancelamento de ruído:

O filtro adaptativo é utilizado para cancelar um ruído desconhecido contido
em um sinal primário s, conforme Figura 10. Essa aplicação, cujo dispositivo
é conhecido como controlador ativo de ruído (ANC – Active Noise Canceller),
consiste na captação de um sinal corrompido por um ruído. O filtro adapta-
tivo procura minimizar, ou cancelar completamente em um cenário ideal este
ruído, resultando em um sinal similar ao original antes da ação desse ruído.

O sinal primário s corrompido por um ruído n, é utilizado como sinal de
desejado do filtro adaptativo, ou d = s + n e um sinal de ruído n′ é utilizado
como entrada do filtro (fornece uma referência sobre as características do
ruído n). Os sinais n e n′ são gerados pela mesma fonte e são correlacionados
entre si e não são correlacionados com o sinal s.

O filtro adaptativo processa o sinal de referência n′, produzindo a saída y
que é comparada ao sinal desejado d, gerando um erro dado por:

e = d− y

= s+ n− y (17)

O sinal de erro constitui a saída do sistema de cancelamento de ruído e é
utilizado para recalibrar os pesos internos do filtro adaptativo. Note que na
Equação 17, o componente do ruído na saída do filtro é dado por n − y. A
função do filtro adaptativo é minimizar o valor médio quadrático do sinal
de erro sem afetar o sinal s. Portanto, minimizar o Erro Médio Quadrático
equivale em minimizar o valor médio quadrático do ruído na saída, n− y.

Dessa forma, a função do filtro adaptativo é filtrar o ruído n′ de tal forma
que a sua resposta y fique o mais próximo possível do ruído n. Quanto mais
a saída do filtro y se aproximar do ruído n mais perfeita é a filtragem.

Figura 10 – Estrutura de um filtro adaptativo para cancelamento de ruídos
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2.6 Algoritmos adaptativos

Os algoritmos em filtragem adaptativa dividem-se em duas classes: algoritmos de
gradiente e algoritmos de mínimos quadrados.

– Algoritmos de gradiente: baseiam-se no filtro de Wiener, estimando o gradi-
ente da superfície das funções de custo. Tem como principal vantagem a baixa
complexidade. São bons na exploração de superfícies pouco complicadas.

– Algoritmos de mínimos quadrados: são baseados no filtro de Kalman. De
forma determinística minimizam a soma dos quadrados dos erros parciais.
Tem como vantagem a baixa sensibilidade a mínimos locais da superfície da
função de custo e a maior velocidade de convergência comparativamente
com os algoritmos de gradiente.

2.6.1 Algoritmo da descida mais íngreme

Ajustar os coeficientes do filtro, significa descer a superfície de desempenho de
forma a encontrar o mínimo da função de custo. Uma forma de atingir essa finalidade é
utilizando o algoritmo da descida mais íngreme. Tal algoritmo é uma técnica recursiva
baseada no método do gradiente descendente utilizada para a determinar o conjunto
de pesos W que minimiza a função de custo ξ.

Dado que a função de custo a ser minimizada é convexa, o conjunto de pesos
ótimos será obtido iterativamente através de pequenos passos na direção para a qual
a função decresça mais rapidamente, ou seja, no sentido contrário da projeção do
gradiente da função de custo considerada (∇ξk), já que o mesmo corresponde à direção
de maior crescimento da função (GONTIJO, 2006)

O método da descida mais íngreme é formalmente descrito através da seguinte
equação recursiva:

Wk+1 = Wk −
1

2
µ∇ξk (18)

De acordo com este método, o “próximo” vetor peso, Wk+1, é igual ao vetor peso
“atual”, Wk, mais uma quantidade proporcional ao negativo do gradiente. O filtro é
inicializado com um vetor de pesos qualquer e o mesmo é ajustado recursivamente,
caminhando em direção ao conjunto de pesos ótimos, dado pela solução de Wiener.

Para determinar uma solução recursiva, o vetor de coeficientes passou a ser variante no
tempo. Portanto:

W⇒Wk (19)
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ξ ⇒ ξk (20)

Dessa forma o gradiente da Expressão 11 pode ser reescrito como:

∇ξk = −2P + 2RWk (21)

A Equação 21 representa o gradiente na iteração k.

Substituindo a Equação 21 em 18, pode-se reescrever a equação de atualização dos
pesos da seguinte forma:

Wk+1 = Wk + µ[P + RWk] (22)

2.6.2 Algoritmo Least-Mean-Square (LMS)

Apesar do processo iterativo utilizado pelo algoritmo da descida mais íngreme
eliminar a necessidade da inversão da matriz R, ainda torna-se necessário ter conhe-
cimento das estatísticas de segunda ordem (R e P) dos dados a processar. Como visto
anteriormente, na maioria das aplicações práticas de filtragem adaptativa essas estatísti-
cas não são conhecidas a priori, sendo dessa forma impossível obter em tempo real, o
vetor gradiente exato a cada iteração.

Uma maneira de contornar essa situação é utilizando o algoritmo LMS. Tal algo-
ritmo utiliza o método do gradiente e é uma implementação estocástica do algoritmo
da descida mais íngreme. O algoritmo LMS proposto por Widrow e Hoff em 1960,
é um dos algoritmos mais utilizados na implementação de filtros adaptativos. Esse
amplo campo de aplicações pode ser atribuída a sua simplicidade e baixa complexidade
computacional (HAYKIN, 2001)

2.6.2.1 Derivação do algoritmo LMS

O algoritmo LMS utiliza uma aproximação estocástica do vetor gradiente para
atualizar o vetor de coeficientes Wk , usando o erro quadrático instantâneo ε2k como uma
aproximação para o erro médio quadrático E[ε2k]. Portanto, a cada iteração no processo
adaptativo uma estimativa para o gradiente pode ser obtida por:

∇̂ξk =
∂ε2k
∂W

=

[
∂ε2k
∂w0

∂ε2k
∂w1

...
∂ε2k
∂wN

]T
= 2εk

[
∂εk
∂w0

∂εk
∂w1

...
∂εk
∂wN

]T
(23)

Derivando-se então a Expressão 5 em relação ao vetor de pesos W, tem-se:

∂εk
∂W

=

[
∂εk
∂w0

∂εk
∂w1

...
∂εk
∂wN

]T
= −Xk (24)
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Substituindo-se a Expressão 24 em 23, tem-se a seguinte estimativa do gradiente:

∇̂ξk = −2εkXk (25)

Usando a Equação 25 em 18, resulta na seguinte equação de atualização de pesos do
LMS :

Wk+1 = Wk + µεkXk (26)

Os passos do algoritmo LMS são resumidos na Tabela 1.

Tabela 1 – Resumo do Algoritmo LMS

Entradas Vetor de pesos (Wk) , vetor de entradas (Xk) e saída desejada (dk)
Saídas Saída do filtro (yk) e vetor peso atualizado (Wk+1)
Parâmetros Tamanho do passo de atualização (µ)
Inicialização Normalmente inicia-se W0 com 0
Passo 1 yk = WT

k Xk

Passo 2 εk = dk − yk
Passo 3 Wk+1 = Wk + 2µεkXk

A expressão do gradiente instantaneo, pode ser obtido substituindo-se a Equação 5 em
25, assim:

∇̂ξk = −2[dkXk − XkXT
k Wk] (27)

Tomando-se o valor esperado da Equação 27 para determinar o comportamento médio
do gradiente, tem-se:

E[∇̂ξk] = −2{E[dkXk − XkXT
k Wk]}

= −2{E[dkXk]− E[XkXT
k Wk]}

= −2P + 2RWk (28)

Com isso, verifica-se que a Expressão 28 representa o gradiente exato de ξk ,usado pelo
algoritmo da descida mais íngrime para atualização dos pesos do filtro adaptativo.
Portanto, na média, o algoritmo LMS produz o mesmo resultado do algoritmo da
descida mais íngrime.

2.6.2.2 Convergência do LMS

A Equação 26 representa o processo iterativo do algoritmo LMS. A cada iteração,
o algoritmo calcula uma nova estimativa da solução ótima na tentativa de minimizar o
Erro Médio Quadrático do sistema.

O parâmetro µ é um fator que controla a estabilidade e a velocidade de conver-
gência do algoritmo (SANTANA, 2006). Um µ muito alto resultará em instabilidade
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e oscilações. Por outro lado, em situações de não-estacionaridade, um µ muito baixo
resultará em baixa capacidade de adaptação às mudanças nas estatísticas do sinal de
entrada.

Portanto para garantir a estabilidade e convergência do algoritmo LMS, tal
parâmetro deve obedecer a seguinte condição:

0 < µ <
1

λmax
(29)

onde λmax é o maior autovalor da matriz de autocorrelação R.

A Figura 11 apresenta dois processos de busca do mínimo de uma função de
custo ao longo de diversas iterações, sendo que o processo da esquerda tem maior
parâmetro µ, portanto necessita de menos iterações para se aproximar do mínimo, no
entanto possui maior ruído (ZIPF et al., 2011).

Figura 11 – Superfície de desempenho do algoritmo LMS e processo de convergência

2.6.2.3 Excesso do Erro Médio Quadrático

No processo adaptativo, quando os pesos finais estão próximos, mais não iguais
a W∗, o Erro Médio Quadrático (ξ) será maior que o Erro Médio Quadrático mínimo
(ξmin). Temos, assim, um excesso no erro final. Define-se como excesso do Erro Médio
Quadrático, ExcessoMSE, como sendo a diferença entre o Erro Médio Quadrático
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atual (ξk) e o Erro Médio Quadrático mínimo (ξmin), como pode ser visto na Figura 12
(WIDROW; STEARNS, 1985)

Figura 12 – Excesso no erro final em relação ao erro mínimo

Assim, o excesso de erro final é definido por:

ExcessoMSE = E[ξk − ξmin]

= µE[n2
k]tr[R] (30)

sendo tr[R] o traço da matriz R e nk um sinal de ruído.

Define-se, como o desajuste (M ), a diferença entre o Erro Médio Quadrático atual
e o Erro Médio Quadrático mínimo, normalizado pelo Erro Médio Quadrático mínimo,
como segue:

M =
E[ξk − ξmin]

ξmin

(31)

Assim, temos que:
MLMS = µtr[R] (32)
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3 Algoritmo proposto

Para projetar novos algoritmos, com características interessantes, basta alterar
adequadamente a função-custo (DINIZ, 1997). Neste capítulo, mostraremos o desenvol-
vimento do algoritmo adaptativo chamado SAG. Tal algoritmo é baseados no método
do gradiente descendente e utiliza a função 1− e−αε2 como critério a ser aplicado sobre
o erro.

3.1 Superficie de desempenho da função

A superfície de desempenho gerada pela função de custo utilizada por um algo-
ritmo nos fornece importantes informações sobre o comportamento desse algoritmo,
portanto torna-se necessário um breve estudo da superfície de desempenho do algo-
ritmo SAG. A idéia básica é mostrar que a superfície de desempenho obtida por essa
função oferece maior velocidade de convergência, bem como um menor desajuste na
busca do peso mínimo, quando comparada a superfície de desempenho do LMS.

A função 1− e−αε2 é uma não linearidade, contínua e simétrica, cujo gráfico está
representado na Figura 13 . Como podemos observar, esta função não possui mínimo
local, apenas o mínimo global.
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Figura 13 – Gráfico da superfície gerada pela função 1 − e−2ε
2 e algumas curvas de

níveis. Os pesos w0 e w0 variam de -1 a 1.

A partir desta função é possivel obter uma família de funções,1 − e−αε2 , mul-
tiplicando o argumento ε por um inteiro positivo α, conforme observamos na Figura
14.
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Figura 14 – Gráficos das funções 1− e−ε2 , 1− e−2ε2 e 1− e−3ε2

É possivel observar na Figura 14 que a superfície de desempenho da função
torna-se mais inclinada a medida que tomamos valores maiores de α

Outra particularidade dos elementos deste conjunto de funções é que, para um
valor fixo de α, pode-se determinar intervalos [−δ, δ] onde as curvas destas funções tem
inclinações maiores do que a curva da função ε2. Conforme pode-se observar na Figura
15
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Figura 15 – Gráficos das funções 1− e−2ε2 e ε2, onde podemos ver a maior inclinação da
primeira, no intervalo [-1,1]

3.2 Método

Considera-se a Figura 16, onde dj é um sinal desejado, Xj é a entrada do filtro e
yj é a saída do filtro, sendo dj = sj + nj , onde sj é o sinal que se deseja extrair e nj é um
ruído. Supondo-se que nj seja estatisticamente independente de sj e Xj e que todas as
variáveis têm distribuição de probabilidade que não são necessariamente Gaussiana.
Deseja-se recuperar sj , estimando-se um sinal de saída yj = WT

j Xj , para depois calcular
εj = dj − yj .
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Figura 16 – Diagrama de blocos do filtro com um vetor de entrada X, um sinal desejado
d, composto por um sinal s e um ruído n e o erro ε

A cada iteração, no processo adaptativo, o algoritmo SAG utiliza uma estimativa
instantânea do gradiente da função Fj = 1− e−αε2j , dada por:

∇̂Fj = −2αεje−αε
2
j Xj (33)

A partir desta simples estimação do gradiente, podemos especificar a equação
de atualização dos pesos do filtro dada pelo algoritmo SAG, como segue:

Wj+1 = Wj − µ∇̂j (34)

= Wj + 2µαεje
−αε2j Xj (35)

Os passos do algoritmo SAG são resumidos na Tabela 2.

Tabela 2 – Resumo do Algoritmo SAG

Entradas Vetor de pesos (Wj) , vetor de entradas (Xj) e saída desejada (dj)
Saídas Saída do filtro (yj) e vetor peso atualizado (Wj+1)
Parâmetros Tamanho do passo de atualização (µ) e de α
Inicialização Normalmente inicia-se W0 = 0

Passo 1 yj = WT
j Xj

Passo 2 εj = dj − yj
Passo 3 Wj+1 = Wj + 2µαεje

−αε2j Xj

Como antes, µ é uma constante que controla a velocidade e a estabilidade da adaptação.

3.3 Comportamento e convergência do vetor peso

O comportamento do vetor peso pode ser analizado verificando-se as condições
sobre as quais o algoritmo converge para a solução desejada, e seu comportamento até
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atingir o estado estacionário. Isso é possivel através do estudo do desajuste e do tempo
de convergência (NAHUZ, 2016). Definindo-se Vj = Wj −W∗, onde W∗ é o vetor de
peso ótimo, ou seja, sj = WT

∗Xj . Pode-se reescrever a equação dj = sj + nj da seguinte
forma:

dj = WT
∗Xj + nj (36)

Fazendo-se a substituição da Expressão 36 em εj = dj − yj e lembrando que yj = WT
j Xj ,

tem-se:

εj = WT
∗Xj + nj −WT

j Xj

= nj − (WT
j −WT

∗ )Xj (37)

Usando VT
j = WT

j −WT
∗ e VT

j Xj = XT
j Vj , é possivel reescrever a Equação 37, como

segue:

εj = nj −VT
j Xj

= nj − XT
j Vj (38)

Retomando a equação de atualização do algoritmo SAG:

Wj+1 = Wj + 2µαεje
−αεjXj

Wj+1 −W∗ = Wj + 2µαεje
−αεjXj −W∗ (39)

E substituindo-se Vj = Wj −W∗ na Expressão 39, resulta:

Vj+1 = Vj + 2µαεje
−αε2j Xj (40)

Utilizando-se a expansão de Taylor da expressão εje−αε
2
j e substituindo a Equação 38,

tem-se:

εje
−αε2j =

∞∑
i=1

aiε
2i−1
j

=
∞∑
i=1

ai(nj − XT
j Vj)

2i−1
(41)

Fazendo a expansão binomial da expressão entre parênteses, tem-se:

(nj −VT
j Xj)

2j−1 =
2i−1∑
p=1

(
2i− 1

p

)
npj(−VT

j Xj)
2i−1−p (42)
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Negligenciando as altas potências de Vj , tem-se:

(nj −VT
j Xj)

2j = n2i−1
j − (2i− 1)n2i−2

j VT
j Xj (43)

Substituindo a Equação 43 em 41, resulta:

εje
−αε2j =

∞∑
i=1

ai[n
2i−1
j − (2i− 1)n2i−2

j VT
j Xj] (44)

Usando a Equação 44 em 40,podemos escrever:

Vj+1 ≈ Vj + 2µα
∞∑
i=1

ai[n
2i−1
j − (2i− 1)n2i−2

j VT
j Xj]Xj (45)

Realizando algumas manipulações matemáticas na Equação 45, obtem-se:

Vj+1 ≈ Vj + 2µα
∞∑
i=1

[ain
2i−1
j Xj]− 2µα

∞∑
i=1

[ai(2i− 1)n2i−2
j ]VT

j XjXT
j (46)

Assumindo que Xj e sj são mutuamente independentes e aplicando o operador espe-
rança em ambos os lados da Equação 46,tem-se:

E{Vj+1} ≈ E{Vj}+2µα
∞∑
i=1

[aiE{n2i−1
j Xj}]−2µα

∞∑
i=1

[ai(2i−1)E{n2i−2
j }]E{XjXT

j }E{VT
j }

(47)

E{Vj+1} ≈ E{Vj}+2µα
∞∑
i=1

[aiE{n2i−1
j Xj}]−2µα

∞∑
i=1

[ai(2i−1)E{n2i−2
j }]RE{VT

j } (48)

sendo R = E{XjXT
j }.

E{Vj+1} ≈

[
I − 2µα

∞∑
i=1

[ai(2i− 1)E{n2i−2
j }]R

]
E{Vj} (49)

Note que:

∞∑
i=1

[ai(2i− 1)E{n2i−2
j }] = E

{
d

dnj
(nje

−αn2
j )

}
= E{[1− 2αn2

j ]e
−αn2

j} (50)

Substituindo a Equação 50 em 49, pode-se reescrever:

E{Vj+1} ≈
[
I − 2µαE{[1− 2αn2

j ]e
−αn2

j}R
]
E{Vj} (51)
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A partir da Equação 51 obtem-se a condição de convergência, dada por:

0 < µ <
1

2α[1− 2αn2
j ]e
−αn2

j

(52)

3.4 Desajuste

Na subseção 2.6.2.3, definimos o desajuste para a superfície quadrática. Devido
a dificuldade de se derivarem expressões para medir o desajuste de não linearida-
des, Douglas e Meng (DOUGLAS; MENG, 1994), propõem uma aproximação, a qual
utilizaremos aqui, dada por:

M =
E{f 2(nj)}tr[R]

2E{f ′(nj)}E{n2
j}

(53)

Dessa forma o desajuste do algoritmo SAG, cuja função de custo utilizada é F = 1−e−αε2j ,
será:

M =
E{4α2n2

je
−2αn2

j}tr[R]

2E{[2α− 4α2n2
j ]e
−αn2

j}E{n2
j}

(54)

onde:

• f(nj) = 2αnje
−αn2

j

• f 2(nj) = 4α2n2
je
−2αn2

j

• f ′(nj) = [2α− 4α2n2
j ]e
−αn2

j
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4 Simulações e resultados

Nesta seção apresenta-se uma análise comparativa dos desempenhos dos al-
goritmos LMS e SAG, através das suas curvas de aprendizagem. Posteriormente será
realizado a aplicação do algoritmo em eliminação de ruído em sinal de ECG.

4.1 Análise do desempenho de algoritmos adaptativos

O desempenho de um filtro adaptativo é diretamente dependente do algoritmo
adaptativo utilizado no filtro. Algumas características do processo de adaptação são de
grande utilidade para a análise e o entendimento do comportamento dos algoritmos
adaptativos. A mais importante delas é a curva de aprendizado, que caracteriza o
desempenho de um algoritmo adaptativo e é amplamente utilizada em estudos teóricos
e experimentais (BORN, 2000). Tal curva relaciona o Erro Médio Quadrático (EMQ) em
função do tempo.

A curva de aprendizagem possui dois estágios, chamados adaptação e regime
permanente. Quando o filtro adaptativo inicia sua operação, os seus coeficientes podem
possuir valores bem diferentes de W∗ (vetor de coeficientes ótimo), causando um erro
grande. Durante a execução do algoritmo, os coeficientes vão se aproximando de W∗,
causando por consequência, uma diminuição do erro, esta fase é chamada de adaptação.
Após esta fase o filtro entra no modo de regime permanente.

Os critérios de desempenho mais importantes de um algoritmo de filtragem
adaptativa são a velocidade de convergência (ou taxa de convergência) e o desajuste.
A velocidade de convergência descreve o comportamento transitório do algoritmo no
estágio de adaptação e é definida como o número de iterações requerida pelo algoritmo
para convergir até uma solução ótima. O desajuste descreve o comportamento do
algoritmo no estágio de regime permanente e refere-se a uma medida quantitativa pelo
qual o valor da média final total do Erro Médio Quadrático excede o mínimo Erro Médio
Quadrático produzido pelo filtro ótimo de Wiener. A duração do modo de transição
caracteriza a velocidade de adaptação do filtro adaptativo e o regime permanente
caracteriza a qualidade da adaptação. Quanto menor for o erro em regime permanente
melhor terá sido o cancelamento do ruído (BORN, 2000). Na Figura 17 podemos observar
os estágios de uma curva de aprendizagem de um algoritmo adaptativo.
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Figura 17 – Curva de aprendizagem de um algoritmo adaptativo

4.1.1 Simulações computacionais SAG × LMS

Para fazer a análise comparativa entre os algoritmos SAG e LMS foram realizadas
100 simulações de Monte Carlo, para se obter a curva de convergência do Erro Médio
Quadrático (EMQ) dos algoritmos. Como uma forma de comparação da efetividade
dos algortimos, utilizou-se um ruído gaussiano como sinal de entrada. O passo de
adaptação adotado foi de µ = 10−2 para ambos os algoritmos, sendo a escolha do µ
justificada pelo fato de obter-se os melhores resultados para o algoritmo LMS, e assim
observar o ganho obtido pelo algoritmo proposto quando comparado com os melhores
resultados do LMS. Utiliza-se ainda α = 2 para o algoritmo SAG.

Na Figura 18a é apresentado um gráfico de comparação entre o comportamento
dos algoritmos SAG e do LMS. É possível perceber que ambos os algoritmos convergem
para o EMQ mínimo, mas com diferentes taxas de convergência para a mesma situação.
No LMS, é possível perceber a necessidade de um tempo maior de adaptação até
convergir para o regime permanente, necessitando de cerca de 700 iterações para
convergir enquanto que o SAG converge com 400 iterações, tendo os dois algoritmos
praticamente o mesmo erro em regime permanente, o que pode ser observado na Figura
18b.
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(a) (b)

Figura 18 – Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS e SAG com α = 2

Destaca-se ainda que o algoritmo SAG pode ter sua velocidade de convergência
melhorada com o aumento do valor de α, o que pode ser observado na Figura 19.

Figura 19 – Curvas de aprendizagem do algoritmo SAG com α = 1, α = 2, α = 3, α = 4
e α = 5

Porém, em contra partida, aumentando-se o parâmetro α do algoritmo SAG
obteve-se um aumento no erro em regime permante quando comparado ao LMS, o que
pode ser observado na Figura 20b.Utilizando-se α = 4, a convergencia do algoritmo
SAG ocorre em cerca de 200 iterações, conforme Figura 20a.
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(a) (b)

Figura 20 – Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS e SAG com α = 4

Na Figura 21a, para α = 10, o algoritmo SAG converge em aproximadamente
100 iterações, contudo com um erro final ainda maior em relação aos casos anteriores.

(a) (b)

Figura 21 – Curvas de aprendizagem dos algoritmos LMS e SAG com α = 10

4.2 Eliminação de ruído em sinal de Eletrocardiograma

(ECG)

O Eletrocardiograma, comumente conhecido como ECG ,é, sem dúvida, o exame
mais empregado em cardiologia, destacando-se por ser rápido, barato e não invasivo
(GAWANDE, 2002). Além disso, a disponibilidade do ECG fornece ao médico impor-
tantes apontamentos para análises e diagnósticos de anomalias cardíacas. O objetivo do
eletrocardiograma é registrar a variação dos potenciais elétricos gerados pela atividade
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elétrica do coração, captados por eletrodos dispostos em locais específicos do corpo hu-
mano, a qual representa uma sequência de batimentos cardíacos. O sinal de ECG padrão
é formado por segmentos consecutivos no tempo, que corresponde a um batimento
cardíaco, sendo o mesmo constituído por formas elementares (ou ondas elementares),
que se repetem ao longo do tempo.O estudo das amplitudes e da morfologia destas
ondas constitui a base da análise do sinal ECG (OLVEIRA, 2010).

A Figura 22 representa a forma de onda característica de um sinal de ECG,
considerando condições normais de funcionamento do coração e o processo de aquisição
do mesmo.

Figura 22 – Aquisição de sinal de ECG

Devido a baixa amplitude do sinal de ECG, por volta de 1mVpp, o mesmo
torna-se muito suscetível a interferências, podendo ser contaminado por diversos
ruídos durante sua aquisição . Esses ruídos fazem com que a interpretação dos sinais
se torne mais difícil (MASSAKI, 2007). Para sinais de ECG a descontaminação se faz
necessária pela nitidez e clareza que os diagnósticos exigem, já que a caracterização de
cada cardiopatia se manifesta em modificações específicas da forma de onda do sinal
(ressalvando-se que algumas anomalias cardíacas não alteram o ECG). Os principais
tipos de ruídos, usualmente encontrados, são (D’ALMEIDA et al., 2014):

• Interferência da rede elétrica: ruídos aditivos nos sinais de ECG a partir da indução
de sinais senoidais, na frequência de 60 Hz, nos cabos ligados aos eletrodos e à
entrada de aquisição de sinais.

• Eletromiogramas (EMG): são distúrbios causados por contrações musculares.
Artefatos de movimento : provenientes da movimentação dos eletrodos sob a pele
do paciente, usualmente, introduzindo variações bruscas no sinal de ECG, cujas
componentes ocupam ampla faixa de frequência.

• Baseline Wander: ruídos provenientes de diversos fatores como a transpiração,
respiração, movimento musculares, dentre outros. Esses tipos de ruídos incluem
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componentes de baixa frequência, em torno de 0,5 Hz.

A solução para minimizar os efeitos causados por tais interferências, é a utili-
zação do processo de filtragem adaptativa, costumeiramente presente nas técnicas de
processamento digital de sinais.

4.3 Eliminação de ruído Gaussiano em sinal de ECG por

meio do algoritmo SAG

Nesta seção pretende-se mostrar o processo de filtragem adaptativa utilizando-se
o algoritmo SAG em eliminação de ruído Gaussiano em um sinal de ECG. Tal processo
é representado na Figura 23.

∑
+

-

FILTRO
DIGITAL

ALGORITMO
SAG

j j jd ECG n= +

jR j jy ñ=

jε

Figura 23 – Diagrama de blocos de um cancelador de ruído adaptativo em sinal de EGC
com o algoritmo SAG

Na Figura 23, o sinal de ECG corrompido por um ruído Gaussiano, nj , é utilizado
como sinal desejado do filtro. O sistema capta uma amostra desse ruído, Rj , que é
utilizada como entrada do filtro, essa amostra é processada pelo filtro, produzindo uma
saída, ñj , o mais parecido possivel com o ruído nj que contamina o sinal de ECG. O
ruído estimado, ñj , é então subtraido do sinal contaminado, dj , gerando um erro εj ,
dado por:

εj = dj − ñj
= ECGj + nj − ñj

(55)

O sinal de erro εj é utilizado pelo algoritmo SAG para ajustar os pesos do filtro.
Quanto melhor for a estimativa do ruído, ñj , mais parecido com o sinal de ECG será do
εj . Na Figura 24, é apresentado o fluxograma do algoritmo SAG para o problema em
estudo.
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Figura 24 – Fluxograma da algoritmo SAG

O algoritmo é inicializado com W0, Rj , dj , α e µ, sendo Rj composta por rj atual
e pelas N − 1 amostras anteriores, conforme Expressão 56. Normalmente inicia-se W0

com zeros. É então encontrado o ruído estimado, ñj , e o sinal εj . A partir destes valores
é então encontrado o valor de W no instante seguinte e assim sucessivamente.

Rj =


rj

rj−1
...

rj−N+1

 (56)

4.3.1 Resultados ECG

Nesta seção, visando comparar o desempenho dos algoritmos LMS e SAG, são
apresentados resultados de simulação considerando um problema de cancelamento de
ruído gaussiano em um sinal de ECG.

Toda a análise foi realizada por meio de simulação computacional através do
software MATLAB, utilizando-se um sinal de ECG gerado artificialmente. Em seguida,
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utilizou-se um ruído gaussiano, somando-se o mesmo ao sinal de ECG gerado, fazendo
com que esse se torne um sinal contaminado e por fim realizou-se o processo de
descontaminação através dos algoritmos LMS e SAG.

A seguir, na Figura 25, são apresentados o sinal de ECG original e o sinal de ECG
contaminado com ruído gaussiano.

Figura 25 – Sinal de EGC e sinal de ECG com ruído

A Figura 26 mostra o processo de filtragem no sinal de ECG por meio dos
algoritmos LMS e SAG. Para realizar tal processo, assumem-se os mesmos parâmetros
utilizados na seção anterior.
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Figura 26 – Resultado do processo de filtragem no sinal de ECG com ruído pelos algo-
ritmos LMS e SAG.

A Figura 27 mostra a evolução do EMQ dos algoritmos LMS e SAG. Aqui,
constata-se que o algoritmo SAG apresenta um EMQ em regime permanente menor do
que o algoritmo LMS para a aplicação em estudo.
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Figura 27 – Resultado do processo de filtragem no sinal de ECG pelo algoritmo SAG.
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5 Conclusão e Trabalhos futuros

5.1 Conclusões

O estudo de filtragem adaptativa tem se tornado relevante nos últimos anos,
visto que possui uma gama de aplicações práticas em problemas de comunicações,
controle, radar, sonar, sismologia e engenharia biomédica. Os filtros adaptativos utili-
zam algoritmos adaptativos para ajustar seus coeficientes de forma a acompanhar as
alterações dos sinais de entrada, sendo o algoritmo LMS convencional o mais utilizado
em aplicações de filtragem adaptativa, pois além de fácil implementação, possui ótimo
desempenho e velocidade de convergência. Com isso, neste trabalho desenvolveu-se a
teoria do algoritmo LMS, pois devido a sua grande aplicabilidade, esse algoritmo foi
utilizado para comparação de desempenho com o algoritmo proposto.

Neste trabalho, desenvolveu-se uma família de algoritmos que utiliza uma
função não linear como critério aplicado sobre o erro. O algoritmo proposto nomeado
de SAG, possui superfície de desempenho mais íngrime que o algoritmo LMS, o que
indica que sua velocidade de convergência é maior. Além disso, a função proposta
possui apenas um ótimo global, o que facilita a busca do ponto ótimo. Ao decorrer do
trabalho, foram desenvolvidos e apresentadas equações matemáticas relacionadas ao
passo de adaptação que garante a convergência do algoritmo proposto, assim como a
equação do desajuste.

Realizou-se a aplicação do algoritmo proposto com foco em apenas uma das clas-
ses de problemas relacionados a filtragem adaptativa: o cancelamento de ruído. Assim,
como forma de analisar o desempenho, utilizando-se uma base de dados com sinais de
ECG, aplicou-se um ruido gaussiano, com o proposito de realizar a eliminação desse
ruido com o filtro adaptativo, utilizando o algoritmo SAG. Os resultados mostraram
que o algoritmo proposto foi superior ao LMS, tanto em termos de convergência quanto
em termos de erro no processo de adaptação.

Os resultados mostraram que o algoritmo possui boas características de desem-
penho e robustez, tornando-o atrativo para utilização em filtragem adaptativa.

5.2 Trabalhos futuros

Como proposta para continuação do trabalho, algumas melhorias que podem
ser feitas no algoritmo desenvolvido e propostas de trabalhos futuros são listadas a
seguir:
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• Desenvolvimento de equações mais adequadas para o desajuste;

• Estudos mais aprofundados sobre o parâmetro α, visto que este parâmetro é
definido pelo especialista manualmente. Desse modo, pretende-se desenvolver
uma metodologia para que seu valor possa ser calculado de maneira automática
para um dado problema, ou seja, o α específico para aquela aplicação iria ser
obtido através de um processo iterativo;

• As aplicações realizadas neste trabalho continham apenas sinais normais de ECG
com ruído, e desse modo pode-se obter com bastante precisão, a recuperação
da informação original do sinal. No entanto, em propostas futuras pretende-se
analisar seu comportamento em sinais de ECG que contenham algum tipo de
anormalidade;

• Verificar o comportamento do algoritmo proposto em sinais de ECG corrompidos
por outros tipos de ruídos;

• Aplicar o algoritmo em sinais de Eletroencefalograma (EEG) corrompido com
ruídos;

• Realizar aplicações e verificações de desempenho do algoritmo proposto em uma
gama de problemas de engenharia.
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