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Resumo

Para contornar problemas de estabilidade numérica que geralmente ocorrem em paradig-
mas de Programacdo Dindmica Aproximada baseados na abordagem dos minimos quadrados
recursivos (RLS - Recursive Least-Squares), propde-se um método para promover melhorias
nas aproximacdes da funcdo valor de acdo para algoritmos online do projeto de sistema de
controle 6timo. Os algoritmos resultantes desta metodologia sdo incorporados nas arquiteturas
ator-critico baseadas em Programacdo Dinadmica Heuristica Dependente de A¢do (ADHDP —
Action Dependent Heuristic Dynamic Programming), 0 que caracteriza este projeto como um
quadro de aprendizagem que resolve problemas de decis@o 6tima online em tempo real sem co-
nhecimento a priori do modelo da dindmica do sistema. A solugdo proposta estd fundamentada
em transformagdes unitérias e métodos de decomposicdo QR e U DU, as quais sdo integradas
na rede critica para melhorar a eficiéncia do aprendizado RLS para realizacio online do projeto
do regulador linear quadratico discreto. Do ponto de vista de estabilidade numérica e custo
computacional, a estratégia de aprendizagem desenvolvida € projetada para fornecer algoritmos
de ADHDP com melhores especificacdes para implementacdo em sistemas de controle 6timo

do mundo real.

Palavras-chaves: Programagao Dinamica, Aprendizagem por Reforco, Programagao Dinamica
Heuristica Dependente de Acao, Controle Otimo, Regulador Linear Quadratico Discreto, Mini-

mos Quadrados Recursivos, Decomposicdes QR e UDUT.






Abstract

In order to overcome numerical stability problems that usually occur in approximate
dynamic programming paradigms based on recursive least-squares (RLS) approach, a method
to promote improvements in the action-value function approximations for online algorithms of
the optimal control system design is proposed. The algorithms resulting from that methodo-
logy are embedded in actor-critic architectures based on Action Dependent Heuristic Dynamic
Programming (ADHDP), which characterizes this design as a learning framework that solves
optimal decision problems online in real-time without requiring a priori knowledge of the sys-
tem dynamic model. The proposed solution is grounded on unitary transformations and QR
and UDU?T decomposition methods, which are integrated in the critic network to improve the
RLS learning efficiency for online realization of the discrete linear quadratic regulator design.
From the numerical stability and computational cost point of view, the developed learning stra-
tegy is designed to provide ADHDP algorithms with better specifications for implementation in

real-world optimal control systems.

Keyword: Dynamic Programming, Reinforcement Learning, Action-Dependent Heuristic Dy-
namic Programming, Optimal Control, Discrete Linear Quadratic Regulator, Recursive Least-

Squares, QR and U DUT Decompositions.
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1

INTRODUCAO

A operacdo de sistemas ligados aos mais diferentes setores, tais como industria, ciéncia,
tecnologia, dentre outros, tem requerido cada vez mais estratégias de controle que satisfacam
os objetivos de desempenho prescritos de uma maneira robusta. Tais sistemas sdo de uma
complexidade elevada, que exige controladores de malha fechada de alto desempenho para
executar as tarefas programadas. Uma abordagem para atender aos requisitos desses projetos
¢ encontrada na teoria de controle 6timo, que lida com a operacdo de um sistema dindmico
complexo com um custo minimo (LEWIS; VRABIE; VAMVOUDAKIS, 2012; KIRK, 2004).

Meétodos classicos de controle 6timo t€ém alcancado grande sucesso para sistemas line-
ares via equagdes do tipo Riccati, mas este sucesso € restrito a algumas aplicac¢des online. De
maneira geral, os métodos sdo offline e requerem o conhecimento completo do modelo do sis-
tema dinamico. De fato, a solucdo de controle 6timo baseada em modelo é geralmente dificil
ou impossivel de ser obtida devido a ndo-linearidades e/ou restricdes de constante de tempo
presentes nos sistemas do mundo real (planta).

Nessa perspectiva, diversos conceitos matemadticos € métodos de otimizacdo dinamica
foram agregados para desenvolver solu¢des mais abrangentes de controle 6timo, dentre os quais
destacam-se os métodos de Bellman da Programacao Dindmica (Dynamic Programming - DP),
com a subsequente equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (HIB), (BELLMAN, 1958, 2003;
BERTSEKAS, 1987; BERTSEKAS et al., 1995; HOWARD, 1960). A programacao dindmica
fornece um formalismo matemaético para tratar problemas estocdsticos nao-lineares sob condi-
coes que sao dificeis de lidar usando-se a abordagem de cdlculo variacional, (ATHANS; FALB,
2007; BRYSON, 1975; KIRK, 2004; LEWIS; VRABIE; VAMVOUDAKIS, 2012).

Contudo, a principal desvantagem em programacdo dinamica cldssica € que os recur-
sos computacionais associados com a solu¢cdo da equacdao HJB sdo de alto custo para imple-
mentacao online (LENDARIS, 2009b), uma vez que a DP € um método “para trds no tempo”
(backward-in-time). Além disso, em varias aplicagdes, a dindmica da planta muda tanto du-

rante a operacdo, de modo que os projetos de controladores sintetizados pelos métodos men-
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cionados acima ndo apresentam um desempenho satisfatério. Uma alternativa para contornar
essas limitacdes sdo os métodos de aproximacao que empregam um tipo de critico adaptativo
da aprendizagem por refor¢co (RL - Reinforcement Leaming)(REGO, 2014).

A abordagem critica adaptativa (AC - Adaptive Critic), também denominada programa-
¢ao dinamica aproximada/adaptativa (ADP - Approximate/Adaptive Dynamic Programming ),
possui a importante vantagem de resolver as equagdes HIB em uma maneira “para frente no
tempo” (forward-in-time), diretamente vidvel para aplicacdes online. Nesta abordagem, o sis-
tema de aprendizagem por reforco € caracterizado como um mecanismo de busca de politica de
controle 6tima que constrdi, incrementalmente, estimativas da funcao de custo de uma dada po-
litica de controle baseadas em dados observados do sistema ao longo de sua trajetoria (estados,
e recompensas instantaneas associadas que caracterizam o desempenho instantaneo de um dado
controlador).

Um esquema de critico adaptativo estd ilustrado na Figura 1.1, em que o agente de
aprendizagem (controlador/ator) interage com um ambiente (sistema dindmico) inicialmente
desconhecido e modifica sua politica de controle atual de modo que a nova politica produz um
valor que € melhorado em relagdo aos valores anteriores. Desta forma, o agente RL é suposto
aprender a politica 6tima a partir de suas experiéncias sem conhecer os parametros do sistema
dindmico.

Figura 1.1: Aprendizagem por refor¢co com estrutura ator-critico.

i
|
Acio de Controle — Sistemas -
|
i

1
Critico ! Ambiente
Avaliagées de i >
Politicas de : Dinimicos
Controle !
1
] Estados
1

As variacdes de métodos criticos adaptativos mais comuns na literatura sao os métodos
de diferencas temporais, (SUTTON, 1988), e aprendizagem (), (WATKINS, 1989; WATKINS;
DAYAN, 1992). Estes, por sua vez, t€ém sido classificados por Werbos (1990, 1992) em progra-
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macao dinadmica heuristica (Heuristic Dynamic Programming - HDP) e programacao heuristica
dual (Dual Heuristic Programming - DHP). Existem versdes modificadas chamadas criticas
dependentes da a¢cdo de cada uma delas, nominalmente Programacao Dindmica Heuristica De-
pendente de Acdo (Action Dependent Heuristic Dynamic Programming - ADHDP) e Progra-
macao Heuristica Dual Dependente de A¢ao (Action Dependent Dual Heuristic Programming -
ADDHP).

As aproximacdes sao classificadas de acordo com as abordagens estabelecidas para esti-
mar a fungdo valor V (z), sendo x as variaveis de estado. Em termos funcionais, HDP é baseada
em estimativas de V' (x), enquanto DHP usa estimativas do gradiente de V' (z) com respeito as
varidveis de estado x. Estratégias dependentes de acdo, por sua vez, estdo associadas com es-
timativas da funcdo Q(x,u) e seus gradientes com respeito as varidveis de estado z e decisdo
u (lei de controle) para HDP e DHP, respectivamente. Durante as ultimas décadas, varias me-
todologias de ADP baseadas em projetos criticos adaptativos t€ém sido propostas na literatura.
Lewis e Liu (2012) referem-se a ADP como uma familia de métodos ator-critico para encontrar
as melhores solugdes em tempo real do problema de controle 6timo.

Os métodos RL sao inspirados em mecanismos de aprendizagem natural (grupos sociais,
sistemas naturais), em que homens/animais adaptam suas a¢Oes baseados na interacdo com o
ambiente. Tais métodos foram usados por Ivan Pavlov na década de 1860 para treinar seus
cdes (PAVLOV; ANREP, 2003). Em RL o ator/agente interage com o ambiente e modifica
suas acgoes (politicas de controle) baseadas em estimulos que recebe do ambiente decorrentes
de suas acoes. Os algoritmos de RL sdo desenvolvidos baseados na ideia de que as decisdes de
controle de sucesso devem ser lembradas, por meio da utilizacdo de um sinal de refor¢o, para
que essas decisdes possam ser usadas outras vezes. Assim, o foco do processo de aprendizagem
estd direcionado a um indice de desempenho que quantifica o qudo préximo do estado 6timo
se encontra o sistema de controle de malha fechada, sem levar em consideracdo o modelo da
dindmica do sistema.

Um assunto relevante no quadro de Controle Otimo e Programagio Dindmica Aproxi-
mada refere-se as arquiteturas de aproximacao e algoritmos de treinamento de criticos adaptati-
vos para aproximar func¢des de custo e politicas de controle 6timo. Por exemplo, estruturas ba-
seadas em redes neurais foram propostas em (HANSELMANN; MUSICKI; PALANISWAMI,
2006) para aprender a solucdo de controle 6timo via equacao HIB. Algoritmos criticos adapta-

tivos e de treinamento de redes neurais foram apresentados tanto no quadro de tempo discreto



1. INTRODUCAO 20

(SI, 2004), quanto no quadro de tempo continuo (WATKINS; DAYAN, 1992).

Em metodologias de projeto de controle baseadas em ADP, dentre os algoritmos itera-
tivos propostos para estimar os parametros da fun¢do valor, o aprendizado dos minimos qua-
drados recursivos (RLS do inglés Recursive Least-Squares) € um dos mais bem-sucedidos. Tal
resultado favordvel € principalmente devido a sua robustez para lidar com variacdes no tempo
dos parametros de regressdo e a rapida convergéncia quando comparado com os métodos de
gradiente estocastico. Um grande numero de desenvolvimentos e aplicagdes dos métodos RLS
pode ser encontrado na literatura, alguns dos quais lidam com problemas de treinamento de re-
des neurais (YEH; SU; RUDAS, 2011; YEH; SU, 2012). Estruturas baseadas em RLS tém sido
propostas em (XU; HE; HU, 2002) para melhorar a eficiéncia dos métodos heuristicos criticos
adaptativos convencionais. Em (CHENG; FENG; WANG, 2013; XU; HE; HU, 2002), os auto-
res exploram métodos RLS para resolver problemas de aprendizagem por refor¢o ator-critico.

No contexto de aprendizagem por reforco e programac¢do dindmica aproximada, apren-
dizado RLS tem despertado grande interesse em questdes relacionadas a sua estabilidade nu-
mérica. Alguns trabalhos tais como (FERREIRA; NETO; REGO, 2016; REGO; NETO; FER-
REIRA, 2013; REGO, 2014) fornecem propostas com base em transformacdes unitérias para
resolver problemas de convergéncia e estabilidade numérica relacionados ao mal condiciona-
mento da matriz de covariancia da abordagem RLS para aproximacdo de fungdo valor via HDP
para solugdo online do DLQR. Em geral, a importancia destas investigacdes estd no escopo de
aplicacdes de aprendizagem por refor¢o para o projeto de controle 6timo online via solugdo em
tempo real da equacao HJB.

Do ponto de vista de andlise de estabilidade numérica mostramos, nesta pesquisa, a
necessidade para melhores implementacdes da metodologia de ADHDP baseada em estimado-
res RLS para o projeto de controle 6timo DLQR online. Tem-se observado que o problema da
perda de estabilidade numérica ocorre principalmente durante o comportamento em regime per-
manente do sistema dindmico controlado, enquanto que durante o comportamento transitorio,
tem-se informacdo o suficiente para gerar a base de vetores de regressores. A priori, parte-se
da premissa que os elementos que compdem o vetor de fun¢des de base tendem a tornar-se li-
nearmente dependentes apds alcangar o regime permanente. Este tipo de fendmeno inviabiliza
o projeto online de controle 6timo ja que o sistema perde a estabilidade numérica. Neste traba-
lho, propomos um método que lida com assuntos numéricos. O método proposto nao somente

melhora estabilidade numérica, mas também reduz, substancialmente, o esforco computacio-
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nal ao aproximar a funcido de custo DLQR. Isso permite mais aplicacdes em tempo real de

controladores 6timos baseados em ADHDP.

1.1 Estado da Arte

A automagdo desempenha na engenharia e na ci€éncia um papel muito importante, uma
vez que busca-se aprimorar os processos de maneira a conseguir a maior producdo e menor
custo, sendo desta forma uma abordagem indispensavel a ambientes industriais de alta produti-
vidade. Tal processo acarreta uma busca por estratégias de controle mais robustas, visto que os
sistemas dinamicos que modelam os projetos de controle adquirem um grau elevado de comple-
xidade. Para tanto varias técnicas de controle t€ém sido propostas com o objetivo de alcancar in-
dices de satisfa¢io. Uma metodologia bem estudada é a do Controle Otimo, que propde em sua
solu¢do, minimizar ou maximizar um indice de desempenho associado ao comportamento da
planta (ANDERSON; MOORE, 2007; DIERKS; JAGANNATHAN, 2011; QUIRION; GUNN;
GU, 2004).

Uma desvantagem dos métodos cldssicos de controle 6timo € que os projetos de con-
trole sdo normalmente realizados via solugdo offline da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman,
visto ainda que métodos exigem o conhecimento do modelo dinAmico do sistema. Assim, para
aplicacdes em que a dinamica do sistema sofre muitas variagdes, o projeto de um controlador
fixo, via métodos classicos, ndo € suficientes (LENDARIS, 2009a).

Indo de encontro a abordagens para solu¢des cada vez mais abrangentes, uma série de
questdes relacionadas a estes processos foram tratadas e resolvidas, implicando o desenvolvi-
mento de conceitos matemdticos e algoritmos. Dentre eles, a Programacao Dindmica ganhou
espaco como um método que visa encontrar a solucdo 6tima para problemas de tomada de de-
cisdo sequencial, com seu desenvolvimento ocorrendo no final dos anos 50 com os trabalhos
de Bellman e Pontrygin (BELLMAN, 1958; BERTSEKAS et al., 1995), tendo a equacdao HJB
conseguido sucesso na solu¢do de uma ampla classe de problemas de otimizagao nao-linear.

O problema para a DP esté no alto custo computacional associado a realizacao das for-
mulagdes, dificultando a soluc¢do de problemas de controle 6timo de uma forma “para frente no
tempo”, o que € necessario em aplicacdes em tempo real. Sendo assim, a DP caracteriza-se por
ser um procedimento “para trds no tempo” com solugdo por recorréncia (LENDARIS, 2009a).

Inspirada nos mecanismos de aprendizagem natural, em que organismos vivos interagem

com seu ambiente e usam essas interacdes para melhorar suas agdes, € assim sobreviverem,
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surge a Aprendizagem por Refor¢o (RL). Essa metodologia caracteriza-se por um ator ou agente
que interage com o ambiente e modifica suas agdes, ou politicas de controle, baseados nos
estimulos recebidos em resposta a essas acdes (SUTTON; BARTO, 1998), o que garante ao
sistema aprender qual é a melhor decisdo tendo por base experi€ncias passadas, fornecendo
dessa maneira uma metodologia para resolver problemas de decisdes sequenciais incertas e
complexas a muitas aplicagdes.

Da juncao desses métodos, chega-se a Programacdo Dinamica Aproximada (MURRAY
et al., 2002; STINGU; LEWIS, 2011), vista como uma classe de algoritmos que fornece uma
solu¢do online para problemas de controle 6timo usando representacdes aproximadas da funcao
valor, funcdo essa a ser minimizada tendo por base o principio da otimalidade de Bellman.
Objetivando-se estabelecer politicas de tomada de decisdo que minimizem o custo total sobre
um numero de estdgios, tais problemas sao desafiadores por causa da compensagao entre custos
imediatos e custos futuros. Um tratamento introdutério sobre programacgdo dindmica e sua
relacdo com a aprendizagem por reforgo € apresentado em Haykin (2004).

Um campo de investigacdo similar foi desenvolvido por Werbos, que propds uma fa-
milia de métodos denominados projetos criticos adaptativos (Adaptive Critic Designs - ACDs)
(WERBOS, 1992) sendo esse conceito baseado na combinacdo das ideias de RL e DP. En-
quanto a programacao dindmica determina o controle por meio da funcio valor 6timo, o critico
adaptativo utiliza uma aproximacdo dessa fun¢do para realizar o projeto de controle, possi-
bilitando sua aplicacdo online com solucdo da equacdo HJB de uma forma “para frente no
tempo”(LENDARIS, 2009a).

Virias pesquisas t€ém fornecido uma visdo unificada de controle 6timo e controle adap-
tativo baseadas em RL e ADP. O trabalho de Sutton e outros (SUTTON; BARTO; WILLIAMS,
1992) discute aprendizagem por refor¢o (aprendizagem-()) como uma abordagem de controle
6timo adaptativo direto. Lee e outros (LEE; PARK; CHOI, 2010) apresentam provas de conver-
géncia e estabilidade de malha fechada para um esquema de controle 6timo adaptativo baseado
em iteracdo de politica para sistemas lineares de tempo continuo incertos com sinais de exci-
tacdo. Sdo exemplos de aplicagdes de projeto de controle 6timo online: aeronaves de alto de-
sempenho ou sistemas de misseis, (BERTSEKAS et al., 2000), piloto automético, (FERRARI;
STENGEL, 2004; LIN, 2005), e robética, (KHAN et al., 2012).

Pesquisas usando os métodos de minimos quadrados em conjun¢do com iteragdo poli-

tica tém sido apresentadas para solugdo online de problemas de controle 6timo, (BUSONIU et
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al., 2010; LI; LITTMAN; MANSLEY, 2009). A partir de um conjunto de abordagens, métodos
RLS também té€m sido usados para viabilizar a realizacdo online em uma forma mais eficiente,
(CHENG; FENG; WANG, 2013; XU; HE; HU, 2002). No entanto, observa-se nos algoritmos
RLS convencionais uma degradacdo da exatiddo numérica associada a problemas de mal con-
dicionamento da matriz de covariancia (POTTER, 1963). Diferentes formas de andlise foram
desenvolvidas para explicar a origem, bem como a propagacao do fendmeno da instabilidade
numérica (LIAVAS; REGALIA, 1999; LIJUNG; LJUNG, 1985; VERHAEGEN, 1989).

Na realizacdo de controle 6timo em tempo real tem-se a preocupagdo em relagcdo a es-
tabilidade e convergéncia numérica dos algoritmos de controle, sendo a estabilidade numérica
uma caracteristica que garante que o algoritmo apresentard o mesmo comportamento ao passar
do tempo de execucdo (KITAHARA; SARIDIS, 1972).

Um procedimento alternativo de solu¢@o para problemas de convergéncia e estabilidade
numeérica inerente a implementacao de algoritmos RLS envolve a reducdo da matriz de covari-
ancia as formas de fatoragio QR e UDU?. Um dos primeiros trabalhos que utilizou decom-
posicdo QR para resolver o problema RLS foi proposto por Gentleman (CAMPOS; STRANG,
2009; GENTLEMAN, 1973). Ele usou um arranjo triangular para evitar a inversao da matriz e
propds uma sequéncia direcionada de rotacdes de Givens para realizar o processo de “substitui-
cdo para tras” necessdrio para resolver o sistema associado de equacdes. A partir dos trabalhos
de Gentleman o algoritmo QR-RLS convencional foi concebido por McWhirter (CAMPOS;
STRANG, 2009; MCWHIRTER, 1983a, 1983b). Ele foi o primeiro a descrever uma matriz sis-
télica, usando uma sequéncia de rotagdes de Givens, executando uma triangularizagdo ortogonal
da matriz de dados de entrada e gerando o erro estimado sem ter que recorrer a “substituicdo
para tras”. O uso da fatoragdo U DU na estimacdo RLS garante também propriedades numéri-
cas desejaveis (REGO; NETO; FERREIRA, 2013). Questdes sobre estabilidade computacional
e precisio dos métodos de fatoracio U DU foram amplamente estudadas em (GOLUB; LOAN,
2012; WILKINSON, 1968).

Desta forma, a abordagem aqui proposta é vista como uma melhoria no processo de
estimacdo RLS de politicas de decisdo 6tima DLQR para evitar problemas de convergéncia e
estabilidade numérica via fatoracio QR e UDUT, fornecem medidas de desempenho que ava-
liam o grau de dependéncia linear dos vetores de regressores que devem formar uma base para
a aproximac¢do RLS da solucao da equacdo HIB-Riccati. O numero de condicao e parametro de

positividade da matriz de covaridncia sdo usados como estratégia para avaliar o comportamento



1. INTRODUCAO 24

do processo de estimagio RLS. A fatoracdo U DU? ¢, entdo, inserida no processo de célculo da

matriz de covariancia da abordagem RLS.

1.2 Motivacao e Relevancia

Os avangos crescentes dos setores tecnoldgicos e industriais exigem cada vez mais siste-
mas de controle capazes de serem implementados em tempo real, com rigorosas especificacoes
de projetos e aptos a rejeitarem perturbagdes e incertezas, tais como: projeto de aeronaves de
alto desempenho, redes elétricas e robds de alta precisdo. Assim, sistemas de controle MIMO
(Multiple-Input and Multiple-Output) tornam-se preferiveis visto a disponibilidade de senso-
res e atuadores disponiveis. Além disso € importante destacar que os sistemas de controle
ndo-lineares correspondem a grande maioria dos sistemas do mundo real. Somado a esses re-
quisitos, busca-se um custo computacional associado a resolu¢do do problema de controle com
quantidade de cdlculos e uso de memoria pertinentemente baixos, visto que os processos de-
vem ser executados em microprocessadores que sdo responsdveis pelo controle de elementos
cada vez mais integrados ao nosso meio, como automdveis, maquinas automaticas e processos
industriais. Combinar todos esses requisitos e informacdes para alcangar o melhor desempenho
possivel € o principal desafio em sistemas de controle online.

Em pesquisas recentes, os métodos de controle 6timo baseados em programacgdo dina-
mica aproximada e aprendizagem por refor¢o tém se destacado como uma ferramenta muito
util para melhorar o desempenho de sistemas do mundo real e contribuido para viabilizar as
implementagdes em tempo real de controladores 6timos. Mas alguns requisitos de desempenho
ainda necessitam ser melhorados na implementacdo de métodos de aprendizagem por reforco e
programacdo dinamica aproximada para o controle de sistemas ndo-lineares, tais como a esta-
bilidade numérica e a convergéncia dos algoritmos, dentre outros. Este trabalho aborda alguns
desses requisitos e fornece métodos baseados em RL e ADP via abordagem RLS para um con-

trole 6timo em tempo real de sistemas nao-lineares.

1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € a melhoria no desempenho de estimadores RLS-ADHDP
da funcdo de custo DLQR via métodos de decomposicdo QR e UDU?, tendo como referéncia
a complexidade computacional e estabilidade numérica dos algoritmos propostos, para obter

politicas de decisdo 6timas baseadas na Equacdo HIB-Riccati discreta para realizacio online
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de projeto de sistema de controle 6timo. Tal proposta € baseada no estudo do comportamento
de convergéncia da aproximacdo de ADHDP em termos da condi¢@o de excitacao persistente,
consisténcia e polarizacdo do estimador RLS quando associado com métodos de programacgdo
dindmica heuristica dependente de ac¢do para solucao online do problema do DLQR.

Nesse contexto, as melhorias sdo no sentido de se obter solu¢des numericamente mais
estaveis da equacdo HJIB-Riccati associada ao problema de controle 6timo DLQR, que tem
por base uma estrutura paramétrica RLS da funcdo valor e métodos de fatoracdo, tais como
fatoracio QR e UDU™.

O objetivo principal € investigar problemas relacionados ao mal condicionamento da
matriz de covariincia/autocorrelacdo da abordagem RLS para aproximacao online da solugdo
da equacao HJB-Riccati associada ao problema do regulador linear quadratico discreto formu-
lado no ambito da programacao dindmica aproximada e aprendizagem por reforco ator-critico.
Meétodos de fatoragao, tais como QR ¢ UDU T sdo inseridos visando a melhoria no processo
de estimacdo RLS da solu¢do da Equacdo HIB-Riccati, de maneira a contornar problemas de

convergéncia e estabilidade numérica.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao estd estruturada da seguinte maneira.

No Capitulo 2 sdo apresentados alguns fundamentos tedricos relacionados a aprendiza-
gem por reforco, a qual € caracterizada como um mecanismo que engloba processos de decisdao
markovianos, programac¢do dindmica, esquemas de iteracao de politica e diferencas temporais.
Esses elementos bésicos contribuem para a formulacdo do problema e sua associagdo com a
equacao de Bellman para desenvolver os esquemas de iteracao de politica aproximada e para-
metrizacdo de PDM.

No Capitulo 3, apresenta-se o desenvolvimento de esquemas ADHDP para determinar a
politica de controle 6tima para o problema DLQR que esté relacionado com a solu¢@o da equa-
cdo HIB-Riccati. O Capitulo 4 é onde se explicita as principais contribui¢des do trabalho, ou
seja, a proposta de uma metodologia de projeto para sistemas de controle 6timo online baseada
em ADP e o desenvolvimento matematico necessario para o projeto dos algoritmos resultantes
dessa metodologia, nominalmente RLS,,-ADHDP-DLQR, RLS ,-QR-ADHDP-DLQR e RLS -
UDUT-ADHDP-DLQR.

No Capitulo 5, apresenta-se a Complexidade Computacional bem como alguns méto-
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dos para avaliacdo da mesma, como: Custo Computacional, Estabilidade Numérica e Tempo de
Convergéncia. Na sequéncia, testes computacionais sao apresentados no Capitulo 6, verificando-
se a melhoria dos algoritmos RLS ,-QR-ADHDP-DLQR e RLS ,-U DU T_ADHDP-DLQR de-
senvolvidos ao usar decomposi¢io QR e fatoracdo UDUT. O desempenho computacional é
avaliado a nivel de estabilidade numérica desses algoritmos.

No Capitulo 7, apresentam-se as conclusdes sobre as metodologias abordadas para apro-
ximagdo da solugdo da equacdo HIB-Riccati e sugestdes de trabalhos futuros. Por fim, os Apén-

dices sdo voltados para complementar a fundamentagdo das abordagens utilizadas.



2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Introducao

A aprendizagem por refor¢o refere-se ao problema de um agente interagindo com um
ambiente incerto, tendo por base 0s organismos vivos que interagem com o ambiente € usam
estas interagdes para melhorar suas agdes e sobreviverem. As modificacdes das acdes baseadas
nas interacdes, € o que caracteriza-se como Aprendizagem por Refor¢o (RL). O objetivo da
aprendizagem € maximizar uma recompensa escalar a longo prazo, ao invés de simplesmente
uma recompensa imediata. Isso ocorre pela percep¢do do estado do ambiente e tomada de
decisdes que afetardo este estado.

Nesse quadro, um sistema RL recebe uma resposta sobre o desempenho da sua agdo,
permitindo-lhe melhorar o desempenho das a¢des subsequentes. O sistema € entdo projetado
para aprender por refor¢o atrasado, isto €, o sistema observa uma sequéncia temporal de estimu-
los, correspondente aos vetores de estado, advindos também do ambiente, que resultaram num
sinal de reforco heuristico. E relevante destacar que certas acoes tomadas em momentos anteri-
ores, numa sequéncia de passos de tempo, e sao os melhores determinantes do comportamento
global do sistema (HAYKIN, 2008).

Em RL, diversos métodos tém sido desenvolvidos e aplicados. Os algoritmos sio cons-
truidos com a ideia de que decisdes sucessivas de controle sdo tomadas com a inteng¢do de
maximizar o refor¢co ao longo do tempo, em oposicdo a uma simples recompensa imediata,
mantendo a estabilidade do sistema.

O presente capitulo tem por propésito apresentar, de forma introdutodria, os fundamentos
tedricos relacionados a aprendizagem por reforco considerando uma abordagem genérica. Os
conceitos e métodos sao apresentados no contexto da formulagcdo de Bellman de programacao
dindmica. Define-se formalmente o problema de aprendizagem por refor¢co em termos de um

processo de decisdo Markoviano.

27
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Em RL, ndo hd o conhecimento da saida correta; o agente apenas recebe alguma infor-
macao do ambiente por um reforco, uma penalidade (sinal RL negativo) ou recompensa (sinal
RL positivo) baseada nos estados e acdes de controle. A tarefa de aprendizagem do agente €
encontrar uma politica para selecdo de acdo que maximize sua recompensa a longo prazo. Esse
processo busca a escolha de a¢cdes que levem o agente as partes mais lucrativas do espacgo de
estado, indo além das altas recompensas associadas ao estado atual.

Na abordagem de controle, a recompensa equivale a diminuicao de custo de controle,
enquanto penalidade implica em aumento de custo de controle. A interacdo do agente RL ¢é
caracterizada pelo sinal de estado, sinal de controle e o sinal de recompensa. O sinal de estado
descreve o estado do ambiente. Por meio do sinal de controle, o agente RL influencia seu
ambiente. O sinal de recompensa fornece realimentacdo do resultado positivo ou negativo da
acdo tomada (desempenho do agente).

Os principais elementos de um problema de aprendizagem por refor¢o sio:

e Politica (decisdo), que é definida como o comportamento de um agente em um instante
de tempo particular. Ela é uma parte muito importante dos esquemas de RL e pode ser
representada por uma tabela de consulta ou uma fungdo. A politica pode ser estocéstica ou
deterministica. Em alguns esquemas RL, um processo de busca complexo € empregado
no célculo da politica (geralmente, é calculada por maximizacdo da fun¢do valor). O

processo RL levard a uma politica 6tima (comportamento) ao longo do tempo.

e Funcio de Utilidade, definida sobre a base do objetivo do problema de aprendizagem por
reforco, fornece a recompensa que avalia o desempenho imediato do agente por cada to-
mada de decisdo. O agente sempre tenta otimizar o desempenho a longo prazo, medido
pela sua recompensa acumulada ao longo da interacdo e a partir dai, produzir uma poli-
tica 6tima ao longo do tempo. Um fator de desconto pode ser usado para estabelecer a

preferéncia por recompensa imediata ou recompensa orientada mais para o futuro.

e Uma funcdo valor, geralmente representada por V (), que é uma predi¢do da soma espe-
rada em longo prazo de recompensas descontadas num tempo futuro quando o processo
inicia-se em um estado x e segue uma politica 7. Tal fungdo € a base sobre a qual o agente
antecipa a tomada de uma a¢@o que produzird recompensas maiores. Existe uma aborda-
gem, comumente usada para avaliar uma politica objetivo quando o modelo do ambiente

ndo estd disponivel, que consiste de uma funcao valor dependente de acio (ou funcio Q).
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Esta fun¢do € uma predicdo de recompensas descontadas totalmente esperadas e associa-
das com pares estado-agdo (z, u) iniciais, normalmente representada por Q)(x, u). Como
explicado em (SUTTON; BARTO, 1998), uma fun¢do de utilidade avalia a recompensa
imediata enquanto a funcdo valor € a predi¢do da recompensa futura total. Dai, a tomada

de decisdo € realizada sobre a base da funcao valor de estado ou acgao.

Quanto a caracteristica dual do sinal de reforco, sobre a necessidade de se obter o ma-
Ximo em recompensa ou minimo em custo, trata-se de um problema de otimizagdo, cuja solu¢do
€ necessdria para se implementar o projeto do controlador. Para tal projeto, a otimalidade dos
controladores é garantida por meio da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, tendo-se a possi-

bilidade de estabelecer um caminho de trajetdrias 6timas através da Programacao Dinamica.

2.2 Programacao Dinidmica

A metodologia conhecida como programacao dinadmica lida com situacdes em que as
decisdes sdo feitas por etapas. Para cada decisdo, o resultado pode ser previsto até determi-
nado ponto, antes de ser tomada a proxima decisdo. Objetiva-se dessa maneira minimizar um
determinado custo de uma func¢do, definida por sua expressao matemaética. O relevante em tais
situacdes € que as decisdes ndo podem ser tomadas isoladamente, uma vez que deve-se ponderar
o desejo de um baixo custo no presente em relacdo a altos custos indesejaveis no futuro (HAY-
KIN, 2008). Em cada fase, classificam-se as decisdes com base na soma do custo instantaneo
e do custo futuro esperado, assumindo que a decisdo 6tima € aplicada nas etapas subsequentes.
Este procedimento baseia-se no principio da otimalidade de Bellman, para o qual, “uma estra-
tégia 6tima apresenta a propriedade segundo a qual, independente das decisdes tomadas para
se alcangar um estado particular num certo estigio, as decisdes restantes a partir deste estado
devem constituir uma estratégia 6tima”.

A programacio dindmica, portanto, tem como quesito elementar o interesse em buscar
a resposta de como um sistema pode aprender a melhorar o seu desempenho a longo prazo,
quando isto pode exigir o sacrificio do desempenho atual. Um problema relacionado com as
técnicas de DP é que sua complexidade e o custo de executa-las cresce de maneira proporcional
ao numero de estados que, por sua vez, aumenta exponencialmente com a dimensionalidade do
espaco de estado, acarretando no que conhece-se por “maldicdo da dimensionalidade’.

No panorama de programag¢ao dindmica/aprendizagem por refor¢o, ha a possibilidade

de superar tal limitagdo e assim solucionar problemas de uma variedade de campos, incluindo,
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por exemplo, controle automatico, inteligéncia artificial, pesquisa operacional e economia. O
controle automatico e inteligéncia artificial sdo, indiscutivelmente, os campos mais importantes
de origem para a DP e RL. No controle automdtico, a DP pode ser utilizada para resolver
problemas ndo-lineares e também problemas de controle 6timo estocasticos (BERTSEKAS,
1987), enquanto que a RL pode, alternativamente, ser vista como uma forma de controle 6timo
adaptativo (VRABIE; LEWIS, 2008). Em Inteligéncia Artificial, a RL auxilia na constru¢do de
um agente artificial que aprende para sobreviver e otimizar seu comportamento em um ambiente
desconhecido, sem exigir conhecimento prévio (SUTTON; BARTO, 1998). Sdo nomenclaturas
equivalentes usadas em programacao dinamica e aprendizagem por refor¢o respectivamente,
“controlador” e “agente” assim como “processo’” e “ambiente’.

Nessas condi¢des as abordagens de DP/RL para solugdo de problemas de controle, tem
como objetivo encontrar uma politica 6tima que minimize o retorno esperado, que consiste na
recompensa esperada que acumula-se ao longo da interacdo. Neste capitulo, considera-se prin-
cipalmente retornos de horizonte infinito, que acumulam recompensas ao longo de trajetdrias
extensivamente longas. Esta escolha € feita porque retornos de horizonte infinito resultam em
politicas 6timas estaciondrias, o que significa que, para um determinado estado, a a¢do 6tima

escolhida serd sempre a mesma, independentemente do momento em que o estado se encontra.

2.3 Processo de Decisao Markoviano

Problemas de programacao dindmica e aprendizagem por refor¢co podem ser formulados
no quadro de Processos de Decisdo Markovianos — PDM, onde as transi¢des entre os estados
sdo probabilisticas. Cada acdo tem um custo/recompensa, que dependerd do estado em que o
processo se encontra. Um PDM ¢é definido como sendo uma quadrupla (X, U, P, R), onde: X
corresponde ao conjunto de estados; U ao conjunto de agdes; P : X x U x X — [0, 1] descreve,
para cada estado x € X e agdo u € U, a probabilidade condicional P}, = Pr{z'|z,u}' de
transi¢ao para o estado seguinte =’ dado que o PDM estd no estado x ¢ toma-se a agio u € U e
R: X xU x X — R ¢€afung¢do de custo que fornece o custo imediato esperado incorrido da
transi¢do para o estado =’ dado que o PDM inicia-se no estado x e toma-se a agdo u € U.

Em um Processo de Decisao Markoviano, as transi¢des do estado x para o estado se-

guinte 2’ dependem apenas das acdes permitidas no estado x, tal caracteristica corresponde a

IProbabilidade condicional refere-se 4 probabilidade de um evento ocorrer com base em um evento anterior.
Dessa forma, a probabilidade de 2’ acontecer, dado que (z, ) ja aconteceu, é representada por Pr{z’|z, u}.
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propriedade de Markov, assim a fungdo de transigdo de probabilidade F,’,, depende apenas do
estado atual do sistema e nao do histérico de como o PDM alcangou este estado.

Pode-se caracterizar um PDM como:

e um ambiente que evolui probabilisticamente de acordo com um conjunto finito e discreto

de estados;
e para cada estado do ambiente, existe um conjunto finito de acdes possiveis;

e a cada transi¢do o agente recebe um retorno (custo) do ambiente em relagdo a agao to-

mada;

e estados sdo observados, acdes sdo executadas e refor¢os sdo relacionados em tempo dis-

creto.

Em um PDM, o problema basico reside na determinacdo de um mapeamento 7 : X X
U — [0,1], que indica, para cada estado = e agdo u, a probabilidade condicional 7(x,u) =
Pr{u|x} para tomada de acdo u dado que o PDM estd no estado =, denominado de politica de
controle. Se o mapeamento 7 : X x U — [0, 1] admitir apenas um controle, com probabilidade
igual a um, em cada estado, entdo esse mapeamento corresponde a uma politica deterministica.

Considerando-se problemas de decisdo sequencial, onde os sistemas dindmicos evoluem
casualmente através do tempo, impdem-se um indice de estagio discreto k tal que o PDM toma
uma acdo de controle e altera os estados por valores de estdgio k inteiros ndo negativos, que
correspondem geralmente a sequéncias de eventos. Os valores de estado e acdes de controle
sdo denotadas por xy, ug.

Para sistemas onde se deseja frequentemente a conservagao de recursos como custos,
tempo, dentre outros, a no¢do de otimalidade € utilizada na selecdo de politicas de controle
para os PDMs. Define-se o custo de estdgio no tempo k por 1, = 7y (xy, ug, Tpr1). Assim,
R, = E{rg|zy = x,ux = u,xp41 = 2'}, sendo E{-} o operador de valor esperado. O indice
de desempenho € definido como um somatério de custos futuros sobre o intervalo de tempo

[k, k+ T,

T BT
Jer =Y Ve = Y 7, 2.1
i=0 ik

onde vy ¢ um escalar com 0 < v < 1 chamado de fator de desconto. Os ajustes em ~y possibilitam
reduzir o peso com que o sistema trata suas agdes a longo prazo em detrimento das acoes de

curto prazo. De forma que, quanto mais proximo de O for o valor do fator de desconto, maior
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serd a importancia que o agente dard para as recompensas imediatas. Por outro lado, a medida
que 7 se aproxima de 1 o agente passa a considerar recompensas futuras mais fortemente.
Suponha-se que o agente selecione uma politica de controle 7y (g, uy) que serd usada
a cada estagio k£ do PDM. Considera-se que a politica escolhida seja uma politica estaciondria
fixa, da forma 7 = {u, y, ... }. Entdo w(x,u) = Pr{u|z} e o PDM reduz-se a uma cadeia de
Markov sobre o espaco de estado X, uma vez que a politica estaciondria especifica exatamente
a mesma acdo cada vez que um estado particular € visitado. As probabilidades de transicdo

dessa cadeia de Markov sao dadas por
Poa = Pp = Z Pr{z|z,u} Pr{iu|z} = Z’/T(ZL’, u) Py, (2.2)

utilizando-se para isso a identidade de Chapman-Kolmogorov (PAPOULIS; PILLAIL, 2002).
Sob a hipétese de ergodicidade da cadeia de Markov, que implica em todos os estados
serem positivos, recorrentes e aperiddicos, € possivel mostrar que o PDM tem uma politica
Otima estaciondria e deterministica. Para mais consideracdes consultar (BERTSEKAS, 1987).
O valor de uma politica € definido como o valor esperado condicionalmente de custos
futuros, dado que o processo inicia-se no estado = no instante k e segue-se a politica 7(z, u).

Em linguagem matematica, isto significa

kAT
Vi'(@) = Ex{Jyrler = o} = Ex {Z’Vi_kri|xk = x} : (2.3)
ik

onde V™ (z) é denominada funcao valor de estado e consiste do mapeamento do estado, tendo
por soluc@o um valor que € obtido a partir do refor¢o atual e dos reforcos futuros.
O principal objetivo de um PDM consiste em determinar uma politica 7(z, ) para mi-

nimizar a fung¢do valor

k+T
7 (z,u) = arg minV,"(z) = arg minE, {Zy“’%ﬂmk = JJ} : (2.4)

™

sendo essa denominada de politica 6tima, e a funcdo valor 6tima correspondente € expressa por

k+T
Vi (x) = minVy7 (z) = minE, {Z N R |y, = x} (2.5)

Usando a identidade de Chapman-Kolmogorov e a propriedade de Markov, a funcdo valor da
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politica 7(z, u) pode ser escrita como

k+T
Vi(z) = E |z =2} = E; {Zvi_kri|xk = x} , (2.6)
i=k
k+T
Vil(z) = E; {Tk +7 Z y g |2y = x} : (2.7)
i=k+1
k+T
Vii(z) = ZT((I,U) ZP;;/ Ry, +~E; { Z A D gy = x’}] . (2.8)
u x’ i=k+1

Portanto, a funcéo valor para a politica 7 (x, ) corresponde a
Vi(z) =Y m(wu) Y Pl (R, + Vi ()], (2.9)

sendo esta uma recursio para “trds no tempo” da fun¢ao valor no instante k£ em termos do valor
esperado para o instante k£ + 1.

O custo 6timo pode ser expresso como
Vi(x) = minVi(z) =min Y w(z,u) Y Pl [Rb, +9Via(@)] . (2.10)

Pelo Principio da Otimalidade de Bellman, segundo o qual “uma politica 6tima tem a
propriedade de que ndo importa quais agdes de controle tenham sido tomadas anteriormente, as
decisdes restantes constituem uma politica 6tima no que diz respeito ao estado resultante das

acoes anteriores”. Com base neste principio, a Eq.(2.10) pode ser escrita como
Vi(z) =min )y mw(w,u) Y P R + Vi (2)] . 2.11)

Supondo que um controle arbitrario u seja aplicado no instante % e a politica 6tima 7*
seja aplicada a partir do instante £ + 1 em diante, pelo principio da otimalidade de Bellman,

tem-se
7*(z,u) = arg min Z 7(z, u) Z Py Ry + Vi (2). (2.12)

Sob a hipdtese de que a cadeia de Markov correspondente a cada politica seja ergddica,
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pode-se minimizar a esperanca condicional sobre todas as a¢des u no estado x, obtendo-se:

Vi(z) =min ) Py [Ryy +9Via (@) (2.13)

uy = arg minz P [RYy + Vi (2)] . (2.14)

As recursdes dadas pelas Egs.(2.11) e (2.13) formam a base para a programagdo di-
namica, que fornecem métodos offline funcionando “para trds no tempo” afim de determinar

politicas 6timas.

2.4 Equacao de Bellman

A programagdo dindmica consiste de um método offfine que procura determinar o valor
6timo e a politica 6tima fundamentando-se no principio da otimalidade de Bellman. A meto-
dologia da aprendizagem por refor¢o, por outro lado, busca encontrar politicas 6timas baseadas
em experiéncia, executando decisdes sequenciais que melhoram as a¢des de controle com base
nos resultados observados utilizando a politica atual. Tal procedimento resulta na constru¢ao
de métodos para encontrar valores 6timos e politicas 6timas que podem ser executados “para
frente no tempo”.

Na sua forma primdria, o algoritmo de programagdo dinamica trata de um problema
de horizonte finito. Estamos interessados em estender o uso deste algoritmo para tratar do
problema de horizonte infinito descrito pela fun¢do de custo. Para formular este método em

termos matemadticos, considere o custo de horizonte infinito definido por

Jo=D e =Y 2 (2.15)
1=0 i=k

A Fungdo Valor de horizonte infinito associada a politica 7(x, u) é
V™(x) = E{Jp|lz, = 2} = E, {Z VR =2 p (2.16)
i=k

Usando a Eq.(2.8) com 7' = oo, tem-se que a func@o valor para a politica 7(z, u) satisfaz a
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Equacao de Bellman dada por
Vi) =Y m(x,u) Y PR, + V7 (). (2.17)

A equacdo de Bellman € o ponto de partida para a constru¢do de uma familia de algo-
ritmos de aprendizagem por refor¢co, que buscam encontrar politicas 6timas online em tempo
real para a solugdo de problemas de controle. Um exemplo disso encontra-se na aproximagao
da funcao valor dada na Eq.(2.17) para uma estrutura paramétrica, podendo ser implementado
online usando-se um algoritmo de identificacdo de sistema de controle adaptativo, como por
exemplo os minimos quadrados recursivos (RLS).

Para um PDM finito com NNV estados, a equacdo de Bellman (2.17) representa um sistema
de N equagdes lineares simultineas para a fungdo valor V™ (z) em cada estado x dada a politica
atual 7(x, u).

O Valor Otimo satisfaz

Vi(z) = minV™(z) =min Y m(x,u) Y PR, +7V7(2)). (2.18)

™

O principio da otimalidade resulta na Equacao da Otimalidade de Bellman,
Vi(x) = minV"(z) =min Y w(z,u) Yy Pu (R, +V* (). (2.19)

Sob a hipétese de ergodicidade sobre as cadeias de Markov correspondentes a cada

politica, a Eq.(2.19) pode ser escrita como
V*(2) =min Py, [RY, + V(). (2.20)
Esta equacgdo é conhecida como Equacao HJB, e o controle 6timo € expresso por

u* = arg min Z P RY, + V(). (2.21)

2.5 Avaliacao de Politica e Melhoria de Politica

Seja uma politica atual m(x,u), a fungdo valor correspondente é determinada via solu-

cdo da Eq.(2.17), processo denominado de avaliacdo de politica. Entretanto, € perfeitamente
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possivel se determinar uma outra politica que seja melhor, ou no minimo igual a politica atual;

tal procedimento € descrito como melhoria de politica. Define-se, entdo, uma nova politica por
(2, u) = argmin » _ Pl [RY,, + V7™ (2))]. (2.22)

Este procedimento é descrito por Howard (1960) que prova que a nova politica 7’(z, u) € me-
lhorada com respeito a politica anterior 7(z, u) no sentido que V™ (z) < V().
Os algoritmos que intercalam repetidamente os dois processos sdo:

Avaliacao de Politica
V™(z) = Z 7(z,u) Z PrIRY, + V™ (a')], paratodo z € S C X. (2.23)
Melhoria de Politica

7' (z,u) = arg min Z PrIRE, + AV (2],

paratodozr € § C X. (2.24)

sendo S um subespacgo do espago de estados. A realizagdo desses dois procedimentos, respec-
tivamente, ¢ composta de passo, e a cada um deles uma politica é obtida, sendo essa um pouco
melhor ou igual a politica utilizada anteriormente. Tais processos podem ser implementados
em tempo real via observacao dos dados medidos ao longo das trajetdrias do sistema.

O sistema necessita portanto de uma grande capacidade computacional para que os cus-
tos das transicoes estejam disponiveis para o agente, que € o subsistema responsavel por imple-

mentar as politicas 6timas.

2.5.1 Iteragdo de Politica

A iteracdo de politica consiste de um processo iterativo de busca de politica 6tima 7,
em que a cada iteracdo do processo, realiza-se uma etapa de obtencdo da fun¢do valor para a
politica atual, denominada avaliagcdo de politica, sendo que tal etapa funciona em loop interno
para cada iteracdo de politica. Em seguida, uma nova politica é obtida de modo melhorado, ou
pelo menos igual a politica atual, sendo essa etapa denominada de melhoria de politica. Na

busca da politica 6tima 7*(x, u), realiza-se uma etapa de avaliacdo da politica atual 7(z,u) e
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obtém-se a funcdo valor correspondente a tal politica
Vi(z) =Y mi(w,u) Y Pry[RY, +9Vi(2')], paratodox € X, (2.25)

a cada passo j o algoritmo determina a solu¢do da equacdo de Bellman (2.25) para o cdlculo da
fungdo valor V;(z) usando a politica atual 7;(z, u), com funcionamento em loop interno. Em
seguida, realiza-se a etapa de melhoria de politica, onde serd estabelecida uma nova politica de

controle 7; 1, expressa

Ti+1(z,u) = arg min Z P! Ry +~V;(2")], paratodoz € X. (2.26)

™
‘/L,l

Sendo a equacdo de Bellman (2.25) um sistema de equacdes lineares simultaneas, ao
invés de resolver diretamente tal equacao, pode-se solucionar o problema por um procedimento
conhecido como “avaliacdo de politica iterativa”. Define-se um mapeamento de avaliacao de

politica iterativa por
Vith(z) =) mile,u) Y PR, + Vi (@), i =1,2, ., (2.27)

onde o indice 7 em (2.27) refere-se ao nimero do passo do algoritmo da iteracdo de politica,
sendo 7 apenas um indice iterativo dentro do algoritmo.

Se as etapas de avalia¢do e melhoria de politicas sdo realizadas corretamente, o processo
convergird para w* apds varios ciclos de opera¢do, sob uma politica inicial admissivel; essa ideia
€ representada graficamente na Fig.2.1. Em (BRADTKE; YDSTIE; BARTO, 1994) mostra-se

que o algoritmo converge quando as Eqs.(2.26) e (2.27) forem satisfeitas.

Figura 2.1: Convergéncia na iteracdo de politica.
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2.5.2 Iteracdo Gulosa

Na estratégia IP padrdo a politica atual 7 € fixada possivelmente por um longo periodo
de tempo até que a convergéncia do critico seja alcangada, a fim de obter a melhoria de politica.
Existe uma variacdo do método IP em que as melhorias de politicas sdo realizadas usando-
se um procedimento conhecido como bootstrapping, (LANDELIUS, 1997), em que a politica
atual é considerada ser sempre a politica 6tima. A busca € realizada em um dnico [oop por cada
iteracdo de modo que a estimativa parametrizada da funcdo valor, V*, é atualizada de acordo

com a equacdo da otimalidade de Bellman, Eq.(2.19), que é dada por

V*(z) = Z 7 (z,u) Z P, (R, 4+ 4V*(2")], paratodo z € X, (2.28)

7*(x,u) = arg min Z P, (R, 4+ 4V*(2")], paratodo z € X. (2.29)

Dai porque o método € também chamado certainty equivalence control, uma vez que
a estimativa atual da fun¢@o valor 6tima € tratada como se ela fosse a estimativa 6tima na
obtencdo da nova estimativa da politica 6tima. Neste caso as Eqs.(2.28) e (2.29) sdo avaliadas
na ordem inversa pois o foco é sobre a politica parametrizada 7*(x, 6), sendo 6 o vetor de
parametros da representacdo parametrizada da fungao valor. O método €, em muitos aspectos,
similar a iteracio de politica otimistica estabelecida por (BERTSEKAS; TSITSIKLIS, 1995)

que atualiza a politica atual apds cada transi¢do de estado x para Ty 1.

2.5.3 Iteragcdo de Valor

Um outro método de busca de politicas e fungdes valor 6timas em aprendizagem por
reforco € a iteracdo de valor. Este usa a equacdo de otimalidade de Bellman para calcular
iterativamente uma func¢ado valor 6tima, que € usada para obter uma politica Gtima.

Os passos que compdem o algoritmo de iteragdo de valor iniciam-se com a selecio de
uma politica mo(x, u), com j = 0, iterando-se j até sua convergéncia. A atualizacdo de valor é

realizada de acordo com

Viei(z) =Y mi(z,u) Y Pry[RY, +9Vi(2')], paratodo z € S; € X, (2.30)
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seguida da melhoria de politica

mjy1(x, u) = arg minz P [RY, +~V41(2)], paratodo z € S; C X. (2.31)

™
IL’/

Esse método combina ambas as etapas, atualizagdo de valor e melhoria de politica, na

seguinte equagao
Vigi(x) = minz m(x,u) Z P! R, +~V;(a2)], paratodo z € S; C X, (2.32)

na qual ocorrerd a atualizacio das estimativas da func¢do valor, para todos os estados de z. De

maneira equivalente, sob a suposi¢do de ergodicidade, para uma politica deterministica tem-se
Vis(x) = minz P! [R:. +~V;(2")], paratodo z € S; C X. (2.33)

A iteracdo de valor tem sua convergéncia garantida para uma fungdo que satisfaca a
equacdo da otimalidade de Bellman (2.20) com base em uma representagdo tabular da fungao

valor (BERTSEKAS, 1999).

2.6 Funcao @)

A fung¢do @), ou fungdo valor de agdo, para uma politica fixada 7(x,u) é definida por

QT X xU—=R

Qr(w,u) = Ep{r+ ’kaﬂl(x')]xk =x,up = u},

= ) PR AV (). (2.34)

Uma vez que V7 (z) = Qf (x, m(x,u)), a Eq.(2.34) pode ser expressa como uma recur-

¢do “para tras no tempo” na fungdo ()

QZ(QJ7 U) - Z P;:L:E’ [R;x’ + ’YQZJrl(‘r/? 7.‘—(1‘1,7 u/)) (235)
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A func¢do () 6tima € definida por

Qi(zu) = ) PRy +9Via @),

= Ex{re + Vi @)z, = 2, u, = u}. (2.36)
Em termos da funcdo (), a equacdo da otimalidade de Bellman é dada por

Vi (x) = min Q4(x, u), (2.37)

uy(x) = arg min Qj (z, u). (2.38)

u

A fun¢do () é uma funcdo tanto do estado atual x quanto da ag¢do de controle u. Em
contraste, a fun¢do valor de estado € uma funcao somente do estado. Para o PDM finito, a fungdo
(2 pode ser armazenada como uma tabela de consulta para cada par de estado/ag¢do. Percebe-
se que a minimizacao direta nas Eqs.(2.11)-(2.12) requer conhecimento das probabilidades de
transicdo de estado, que correspondem a dindmica do sistema. O que ndo € necessdrio na
minimizacdo das Eqs.(2.37)-(2.38), para ambas € essencial apenas o conhecimento da funcdo
( e ndo o do modelo da dindmica do sistema.

Indo além, por conter informagdes sobre as acdes de controle em cada estado, um me-
lhor controle em cada estado pode ser selecionado usando a Eq.(2.38) conhecendo-se apenas a
funcdo Q).

A func¢io () de horizonte infinito para uma tal politica fixa prescrita é dada por
Q™(x,u) = Y Pr[RY, +V7 ()], (2.39)

assim, V7™ (x) = Q™ (z,7(z,u)) e, de acordo com Eq.(2.39), a funcdo () satisfaz a equagdo de

Bellman:

Q"(x,u) =) PR, +7Q7 (! w(a ). (2.40)

‘,E/
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A equacdo da otimalidade de Bellman para a funcgio () é dada por,

Q*(l’, U) = Z P;Lx’ [RZ$/ + ")/Q*([L'/, W*(‘(E/? ul))]7 (241)

Q" (z,u) = Z PRy 4~ min Q" (2, u)]. (2.42)

Dentre as vantagens inerentes a fungdo (), pelo fato de a funcdo () depender também da
acdo, ela ja inclui informacgdo sobre a qualidade das transi¢cdes. Em contraste, a funcao valor
de estado V' somente descreve a qualidade dos estados. A fungdo () também pode ser estimada
online “em tempo real” a partir dos dados observados ao longo da trajetdria do sistema sem o
conhecimento do modelo da dinamica do sistema. Isso pode ser visto nos algoritmos de iteracdao
de politica e itera¢do de valor implementados em termos da fungdo ).

Iteracio de Politica usando a Funcao ()

Avaliacdo de Politica

Qi(w,u) =Y Pri[RYL, +7Q;( mi(a! u))),

paratodor € X. (2.43)
Melhoria de Politica

Tj+1(z,u) = arg min Q;(z, u), paratodoz € X. (2.44)

u

Iteracao de Valor usando a Funcao ()

Atualizagdo de Valor

Qj+1(17, U) = Z ng/ [Rgm’ + ’)/Qj<m/’ 7Tj(wl’ Ul))],

paratodoz € S; C X. (2.45)

Melhoria de Politica

Tis1(x, ) = arg min Q41 (z, u),
u

paratodoxr € §; C X. (2.46)
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Combinando ambas as etapas da itera¢do de valor, produz-se a forma

Qj-i—l (33', u) = Z ng/ [sz/ + l'l;lllln Qj (37/, U/)],

paratodox € §; C X. (2.47)

2.7 Diferencas Temporais

Meétodos de diferengas temporais (do inglés Temporal Difference - TD) para solucio-
nar a equacdo de Bellman conduzem a uma familia de controladores 6timos adaptativos. Tais
controladores sdo capazes de aprender online a solucdo de problemas de controle 6timo quando
o modelo explicito do sistema ndo estd disponivel. Os métodos TD tem sua origem atrelada
a problemas de atribuicdo de crédito e ao estudo de algoritmos de aprendizagem por refor¢co

(ANDERSON, 1987; BARTO; SUTTON; ANDERSON, 1983; SUTTON, 1984, 1988).

2.7.1 Aprendizagem por Diferengas Temporais ao Longo das Trajetérias dos Estados

Métodos de aprendizagem por refor¢o de diferengas temporais sao baseados na equacao
de Bellman para resolver as Eqs.(2.25) e (2.30) sem usar o conhecimento completo da dindmica
do sistema. Esses métodos podem ser considerados como técnicas de Aproximacao Estocéstica
(BERTSEKAS, 1987), onde a equagao de Bellman (2.17) ou suas variantes, sao substituidas por
avaliagOes ao longo de um caminho amostrado de um PDM.

A Eq.(2.9) € usada para escrever a equagdo de Belman (2.17) para o valor de horizonte
infinito (2.16). De acordo com as Eqgs.(2.7)-(2.9), uma forma alternativa para a equacdo de

Bellman é
V™ (xr) = Ex{re|ze} + YEAV™ (2p21)| 28 }- (2.48)
Entdo a Eq.(2.48) € substituida pela Equagdo de Bellman Deterministica
VT (@r) = i + 9V (0h41)- (2.49)
Assim, tem-se o erro por diferenga temporal definido como

er = =V (xr) + 1 + YV (2411), (2.50)
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onde a estimativa de valor € atualizada para tornar o erro de diferenca temporal pequeno.

Figura 2.2: Erro de predicéo.

V7 (xk)

Tk YV (Xk4+1)

Lot
k k+1 Erro

Como ilustra a Figura 2.2, o erro de diferengas temporais (DT) pode ser considerado
como um erro de predicdo entre o desempenho predito e o desempenho observado em resposta

a uma acao aplicada ao sistema (LEWIS; VRABIE, 2009a).

2.8 Controle Otimo Adaptativo para Sistemas de Tempo Discreto

Algoritmos para controle 6timo adaptativo determinam a solu¢do da equacao Hamil-
ton-Jacobi de maneira online no tempo sem o conhecimento da dindmica do sistema. No caso
do regulador linear quadratico (do inglés Linear Quadratic Regulator - LQR), isso corresponde
a solugdo da equacdo de Riccati pelo algoritmo, sem o conhecimento da matriz A do sistema.

Para uma classe de sistemas de tempo discreto descritos por dindmicas deterministicas

ndo-lineares na forma de equacdes a diferenca de espaco de estado, considera-se

Trp1 = foe) + g(zp)u, (2.51)

comz, € R*, u, € R™.

Uma politica de controle é definida como A(-) : R® — R™, isto é,

u, = h(xy). (2.52)

Zvl ky r(x;, u;) —sz k(Q(a:Z)—i—uZTRuZ), (2.53)

com0 <y <1,Q(zxg) >0, R>0eu;=h(z).
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O custo de transicao de estdgio (custo imediato) é
iz, ug) = Q1) + uj Ruy. (2.54)

Toma-se o custo de estdgio quadritico em w; para simplificar o desenvolvimento. As-
sumindo que o sistema € estdvel em algum conjunto 2 € R", ent@o existe uma politica de
controle uy, = h(x}) tal que o sistema de malha fechada zy. 1 = f(x)) + g(x)h(z)) é assinto-
ticamente estdvel em (). Essa politica u; é considerada ser admissivel se estabilizar o sistema
de malha-fechada e produzir um custo finito para V" (x},).

Para um valor deterministico em (2.53), o valor 6timo € dado pela equagdo da otimali-

dade de Bellman,

h(-)

e a politica 6tima € dada por

h*(zy) = ar%L(n)lin(r(:zck, h(zg)) + YV (2r41)). (2.56)

Assim, a equagdo de Bellman deterministica (2.49) é

VMap) = r(xg h(zn) + 7V (@),

VMxp) = Q) + ui Rug + V" (z141), onde V(0) = 0, (2.57)

esta é uma maneira de se determinar a fungdo valor utilizando-se a politica atual uj, = h(xy).

A func@o Hamiltoniana de tempo discreto pode ser definida como
H (g, h(zy), AVy) = (g, h(z)) + YV (2rp1) — V(ap), (2.58)

sendo AV), = vV}, (2x+1) — Vi (), um operador a diferengas para frente. Assim, o hamiltoniano
€ o erro de diferenca temporal definido pela Eq.(2.50). A equacdo de Bellman requer que o

Hamiltoniano seja igual a zero para o valor associado a uma politica prescrita.
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2.8.1 [Iteracdo de Politica e Iteragdo de Valor para Sistemas Dinamicos de Tempo Disctreto

As duas formas de aprendizagem por reforco a seguir sdo baseadas em iteracdo de poli-
tica e iterac@o de valor para aprendizagem por diferencas temporais.

Iteracao de Politica usando Aprendizagem por Diferencas Temporais

Inicio

Seleciona-se uma politica de controle admissivel hg(zy). Inicia-se com j = 0, itera-se
até convergéncia.

Avaliacdo de politica

Viti(zg) = r(zg, hyi(zr)) + YV (2p41)- (2.59)
Melhoria de Politica
hji(zr) = af%(f_glin(r(l“k, h(zk)) + YVig1(Tre1)), (2.60)
ou
hja(zr) = —%R_IQT(%)V‘/}H(%H)): (2.61)

onde VV (z) = 0V (z)/0x é o gradiente da fungdo valor.
Iteraciao de Valor Usando Aprendizagem por Diferencas Temporais
Na iteracdo de valor qualquer politica de controle inicial hg(z) pode ser adotada. As-

sim, o passo de Atualizacdo de Valor € dado por:

Visr(@) = r(@n, hyj(ar)) +Vi(zes). (2.62)

Para o LQR de tempo discreto a Iteragdo de Valor é uma recursdo de Lyapunov que
converge para a solu¢cdo da equacdo algébrica de Riccati de tempo discreto (LANCASTER;
RODMAN, 1995).

2.8.2 Aproximag¢do de Funcdo Valor

A ideia de Aproximagdo de Fungdo Valor usada por (WERBOS, 1992), é chamada

de Programacgdo Dindmica Aproximada/Adaptativa (do inglés Approximate/Adaptive Dynamic
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Programming - ADP).

Para sistemas nao-lineares descritos pela Eq.(2.51), a funcdo valor contém nao-linearida-
des de alta ordem. Assumindo que a equacgdo de Bellman (2.57) tenha solu¢@o localmente suave.
Entdo de acordo com o Teorema de Weierstrass para aproximacdo de alta ordem, existe um

conjunto de base denso ¢;(x), de modo que
V(i) = ) ¢i(x)b;
=1

L o0
= > di@)i+ > di(x)bi = @ (2)0 + (), (2.63)
i=1 i=L+1
sendo o vetor de base ¢(x) = [¢1(x) da(x) -+ ¢r(z)]" : R* — RE, e () converge unifor-
memente para zero quando o nimero de termos retidos L. — oo, e ; sdo pesos a se estimar.

A HDP € a estrutura de ADP mais basica e ¢ ilustrada na Figura 2.3. Nesta estrutura
o Critico estima V" (x;,) baseado diretamente na informagfo do estado z;, da planta. O Critico
nao requer o modelo da planta para cdlculo. O treinamento do Ator (controlador), por outro
lado, necessita encontrar as derivadas 8‘7h(xk) /Ouy, em cada instante k. Assim, o algoritmo
HDP utiliza o modelo da planta somente para a atualiza¢do do controlador (WANG; ZHANG;
LIU, 2009).

Figura 2.3: Estrutura de HDP.
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2.8.3 Aprendizagem @ para Controle Otimo Adaptativo

O método de aprendizagem por refor¢o via aprendizagem () resulta em um algoritmo de

controle adaptativo que converge online. Esse resolve a equacdo de Bellman (2.57) e a equagdo



2. FUNDAMENTACAO TEORICA 47

HIJB (2.55) de maneira online em tempo real usando dados medidos ao longo da trajetéria do
sistema, sem o conhecimento das dindmicas f(zy), g(zx) (LEWIS; VRABIE; VAMVOUDA-
KIS, 2012).

A aprendizagem () é chamada de ADHDP (Action Dependent Heuristic Dynamic Pro-
gramming) por Werbos, uma vez que a funcio () depende tanto do estado quanto da acdo de
controle, sendo assim um método de aprendizagem por reforco que funciona com PDMs des-
conhecidos, onde a dindmica dos sistemas ndo € completamente conhecida. Para isso, aprende
a funcdo () (2.39) usando métodos de diferenca temporal através da execucao de uma acio de

controle u;, e medicdo a cada estigio de tempo

Q™ (zr, ugp) = r(wg, up) + YQ™ (Try1, h(T111)), (2.64)

que define um erro a diferengas temporais

er = —Q" (xx, ug) + (2, ur) + YQ™ (g1, M(@p41))- (2.65)

O algoritmo de Iteracdo de Valor para a Fungdo () € dado por (2.47). Baseado neste, a

funcao () € atualizada usando o algoritmo

Qr(xr, ur) = Qr—1(xk, ug) + agr(zy, uy)

+7ﬂgﬂQk71(l’k+17 u) — Qp—1(xr, u)]. (2.66)

Para o LQR de tempo discreto, a fungio () é quadrdtica em termos de z = [z} ul]”.

Assume-se que, para sistemas ndo lineares, a Funcdo () é parametrizada como

Qz,u) = 9" (2)0, (2.67)

para alguns pardmetros desconhecidos do vetor 8 e conjunto do vetor de base ¢(z). Substi-
tuindo a aproximacdo da funcdo () dentro do erro de diferencas temporais, Eq.(2.65), produz-se

a

er = —@" (21)0 + r(wg, up) + 7@ (2641)0. (2.68)

Considerando-se o algoritmo iteragdo de politica, a equac@o que representa o passo de
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avaliacdo da funcdo () é

(@7 (z) = 79" (2611))0;541 = 7(w, by (1)), (2.69)
e o passo de melhoria de politica

hji1(xy) = arg min(¢” (y, u)0,41), paratodo z € X. (2.70)

u

A Aprendizagem () usando iteracio de valor é expressa por

& (21)0;41 = 7(xp, hy(ar)) + 70" (241)8;, (2.71)

juntamente com a Eq.(2.70). Uma vez que estas equagdes nio requerem o conhecimento das
dindmicas f(-), g(-).

Para a implementagdo online, o RLS pode ser usado para resolver a Eq.(2.69) para o
vetor de pardmetro 8,1, dado o vetor de regressio (¢” (z) —7¢" (2x11)). Os dados observados
a cada instante sdo (zy, zk41, 7(@g, ug)) com 2z, = [zf wl]". O vetor zp =[x, ui,,]" é
calculado usando uy41 = h;j(x41), com h;(-) correspondente a politica atual.

A Estrutura de ADHDP € mostrada na Figura 2.4. Observa-se que tanto o estado
quanto o controle u; sdo entradas para o critico. O controle é obtido através da equagdo do
6@5;371:%) = (. Dessa forma, o algoritmo ADHDP nao necessita do conhecimento
do modelo da planta para treinamento do ator (AL-TAMIMI et al., 2007; LEWIS; VRABIE,

2009b).

gradiente,

Figura 2.4: Estrutura de ADHDP.

Xk +1
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2.9 Consideracoes Finais

Este capitulo nos fornece os conceitos € métodos de aprendizagem por reforco formu-
lados no contexto de processos de decisdo markovianos e programagao dindmica, onde os pro-
blemas fundamentais a aprendizagem por reforco sdo descritos como o problema de avaliagdo
de politica e a sintese de politica de decisdo 6tima. Fez-se uma revisao sobre PDMs, definindo-
se o problema de decisdo sequencial 6tima. A programacgdo dindmica é abordada e descrita
via formas da equacdo de Bellman, Eq.(2.20) da otimalidade de Bellman e Eq.(2.25) para ite-
racdo de politica. A partir dessas tem-se os métodos convencionais de iteragdo de politica e
iteracdo de valor dependentes de modelo, que sdo implementados “para trds no tempo”. Em
seguida, apresenta-se a funcdo () e logo apds descrevem-se métodos de diferengas temporais,
que servem de base para a construcdo de algoritmos online baseados nas formas das equacdes
de Bellman para avaliar politicas de decisdo ou resolver problemas de decisdo 6tima em uma
maneira “para frente no tempo” baseados em dados do sistema observados ao longo de sua
trajetoria. Apresenta-se também a abordagem de controle 6timo adaptativo, via aproximagao
de funcdo valor e aprendizagem (), sendo esta ultima capaz de produzir métodos em ADP que
convergem de forma online para a solu¢do de problemas de controle 6timo para sistemas cujas

dindmicas sio desconhecidas.






3

PROJETO ONLINE DE CONTROLE OTIMO DLQR

3.1 Introducao

A otimalidade de controladores estd atrelada a solu¢ao da equacao de Riccati. Por meio
de uma discretizacao do sistema dindmico, o0 DLQR pode ser caracterizado como um problema
de possiveis estdgios e estados, sendo possivel assim, estabelecer um caminho das trajetérias
através da Programacao Dinamica.

Neste capitulo, serd visto como formular estes procedimentos em um método de apren-
dizagem por refor¢o usando-se dados do sistema ao longo de sua trajetéria, utilizando a Pro-
gramacdo Dindmica Heuristica Dependente de A¢do, onde o critico ndo necessita do modelo da
planta para o cdlculo da fun¢ao valor.

O controle 6timo linear quadratico (LQ) € um tipo especial de controle 6timo. Suas
principais caracteristicas sdo otimiza¢do em termos de critério de desempenho quadratico e
incorporagdo da teoria de reconstru¢ao de estado 6tima de Kalman-Bucy.

Uma classe ampla de problemas de controle 6timo que envolve uma planta descrita por

uma equacdo de estado linear e variante no tempo dada por

Tpy1 = Agxr + Bruy, (3.1)

com estado inicial x; dado, sendo z;, o vetor de estado de dimensdo n e u; o vetor de entrada
de controle de dimensdo m. A lei u(-) para controlar o sistema de Eq.(3.1) é estabelecida para
tentar fazé-lo tdo proximo quanto possivel de uma trajetoria desejada de estado, a qual é dada
por uma fungdo prescrita Z(-) do tempo, em um intervalo de tempo especificado [i, N] levando
em consideracdo a energia minima de controle utilizada. Assim, o problema LQ caracteriza-se

por uma estrutura de otimiza¢do com o objetivo de determinar uma lei de controle uy, k €
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[i, N] que minimiza o indice de desempenho dado por

V(‘ria Uy, 7’) = (xN - i‘N)TS(xN - -%N) +
N-—1
+ (2 — 71) T Qr(z — T) + ul Ryuy), (3.2)
k=1

e que tenha como restricdo dinAmica o sistema de Equacdo (3.1). As matrizes Q = QT > 0
e R = RT > 0, com dimensdes apropriadas, representam ponderacdes do erro entre o estado
z(+) e a trajetoria desejada Z(-), e do controle, respectivamente. A matriz S = ST > 0 pondera
o desvio de estado final no instante N. O problema definido pelas Equacdes (3.1) e (3.2) é
conhecido como o problema de rastreamento de tempo discreto.

Um dos resultados mais marcantes em teoria de controle 6timo linear quadratico é que
se a otimizagdo é sobre um horizonte de tempo infinito, a lei de controle 6tima resultante for-
nece boas propriedades, incluindo estabilidade de malha fechada. Esses resultados estdo in-
trinsecamente relacionados as propriedades de estabilidade e detectabilidade do sistema. Para
mais discussao sobre este topico, veja (ANDERSON; MOORE, 2007; BRYSON, 1975; KIRK,
2004).

3.2 Asequacoes de Bellman para o DLQR

O problema do regulador linear quadrético discreto (DLQR) constitui um caso particu-
lar do problema LQ discreto e é formulado como uma estrutura de otimizagdo dindmica com
objetivo de determinar uma lei de controle u; que minimiza um indice de desempenho quadra-
tico. Assim, para o problema do DLQR onde o PDM ¢ deterministico e atende a equagdo de

transicdo de estados dada por
Tp+1 = A.CBk + Buk, (33)

com indice k de tempo discreto. O indice de desempenho de horizonte infinito associado tendo

custo de estdgio deterministico é

1o Lo 7 T
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onde o espaco de estado X = R" e o espaco de acdo U = R™ sdo infinitos e continuos. Esse
caso particular do problema do DLQR ocorre quando as matrizes A e B do sistema dindmico
e as matrizes de ponderacdes () e R sdo invariantes no tempo e o intervalo de otimizagdo é
infinito.

Estudam-se as equacdes de Bellman associadas ao problema do regulador linear qua-
drético no contexto de programacdo dindmica. O indice de desempenho .J;, depende do estado
atual xy e de todas a entradas de controle uy, ug1,.... Seleciona-se uma politica uy = u(xy)

fixa de estabilizacdo, e a funcdo valor associada serd

1w 1 —
Vizg) = 5 E =g E (z] Qu; + ul Ruy). (3.5)
i=k i=k

Uma vez que a politica € fixada, a func@o valor dependerd apenas do estado inicial .

E a soma infinita (3.5) equivale a uma equagdo a diferencas, dada por

[e.e]

1 1

i=k+1

1
= 5($£ka +up Rug) + V(i) (3.6)

A solugdo V' (zy,) dada por (3.5), quando a condi¢do V' (0) = 0 € satisfeita, corresponde
a solucdo definida positiva para esta equagdao. A Eq.(3.6) é exatamente a equacdo de Bellman
(LEWIS; LIU, 2012) para o LQR de tempo discreto. Esta formulagdo implica que estratégias
de controle 6timo devem ser determinadas recursivamente no tempo a partir do estigio final
(procedimento “para trds no tempo”).

Para o DLQR, o valor 6timo da fun¢do de custo assume a seguinte forma quadrética
L 7
V(zg) = 5%k Py, (3.7)
para alguma matriz de Kernel P, temos a equacdo de Bellman na seguinte forma
2V (vx) = xf Py, = 2 Qg + uj, Rug + xf 1 Py, (3.8)

usando a equacdo de estado, reescrevemos

2V (x1) = a} Q. + uf Ruy, + (Azy, + Buy)' P(Axy, + Buy,). (3.9
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Assumindo uma politica estaciondria uy, = p(xy) = — Ky, para um ganho K estabili-

zante, segue
2V (xy) = a2} Py = 71 Quy, + 2} K'RK 2y, + 2} (A — BK)'P(A— BK)x,.  (3.10)
Uma vez que este ganho K for vdlido para todas as trajetdrias de estado, temos
(A— BK)TP(A—BK)—-P+Q+ K'RK =0, (3.11)

sendo esta a equacdo de Lyapunov. Ou seja, a equacgao de Bellman (2.17) para o DLQR equivale
a equacdo de Lyapunov. Uma vez que o indice de desempenho nao é descontado, isto €, v = 1,
deve-se selecionar um ganho de estabilizacdo K, ou seja, uma politica estabilizadora.

Uma observagao refere-se ao fato das Eqgs.(3.6), (3.8), (3.10) e (3.11) serem todas for-
mulagdes equivalentes a equacdo de Bellman, onde as formas (3.6) e (3.8) ndo envolvem as
matrizes dindmicas do sistema (A, B). Enquanto que a solugdo da equacdo de Lyapunov (3.11)
estd atrelada ao total conhecimento das dinamicas do sistema.

Assim, empregando-se a forma (3.6) ou (3.8) para a equagao de Bellman, algoritmos de
aprendizado por reforco para a aprendizagem de solugdes 6timas online podem ser planejados.
Ou seja, a aprendizagem por refor¢o permite que a equagdo de Lyapunov seja resolvida online
sem o conhecimento das matrizes do sistema (A, B).

A func¢do Hamiltoniana para o DLQR é dada por
H(zy,up) = vi Qxy, + ui Ruy, + (Axy, + Bug)” P(Azy, + Buy,) — xj Py, (3.12)

sendo este o erro de diferenca temporal em um PDM.
Pela condicdo de estacionariedade OH (xy, ux)/Ous, = 0, a condi¢do necessdria para a

otimalidade € satisfeita. Resolvendo a equag@o acima, obtém-se o controle 6timo
up = —Kr, = —(B"PB + R) ' BT PAuxy,. (3.13)

Pela insercdo de (3.13) em (3.12), produz-se a equagdo algébrica de Riccati de tempo

discreto (Discrete Algebraic Riccati Equation - DARE), ou a equagdo da otimalidade de Bell-
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man (2.20) para o LQR de tempo discreto
ATPA—-P+Q— ATPB(B"PB+ R)"'B"PA =0, (3.14)
também denominada de equacdo HIB-Riccati.

3.3 Iteracao de Politica e Iteracao de Valor para o DLQR

Os métodos de iteracdo de politica e iteracdo de valor ja descritos neste trabalho, sdo
apresentados agora em relagcdo ao regulador linear quadrético de tempo discreto.

A relevancia desses dois processos para sistemas de controle realimentados reside na
possibilidade de implementacdo de sistemas dindmicos online em tempo real por meio dos
dados observados e medidos ao longo da trajetéria do sistema.

A equacgdo de Bellman (2.17) para o DLQR € equivalente as formulagoes (3.6), (3.8),
(3.10) e (3.11) descritas anteriormente, que sdo usadas para a implementacdo da iteracdo de

politica e iteracdo de valor.

3.3.1 [Iteragdo de Politica

Com um passo de indice j, a iteracao de politica utiliza o passo de avaliacdo descrito

pela Eq.(2.25) em (3.6) para produzir
) 1 .
VIt (zy) = 5@:5% + uj, Rug) + VI (2441), (3.15)

onde os sobrescritos representam os passos de iteracao do algoritmo e os subscritos o horizonte
de tempo k.

O método de iteracdo de politica aplicado a Eq.(3.8) produz
zp Py, = ol Quy + uf Rug + o) P g, (3.16)
e a iteracdo de politica dada com auxilio da Eq.(3.11) produz a equacdo de Lyapunov

(A— BKH)TPIT (A~ BK7) — PP + Q + (K)"RK7 = 0. (3.17)
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O passo de melhoria de politica é entdo descrito por
Wt (zy) = KMy, = arg min(2) Qg + uf Rug + xf PP ), (3.18)
podendo ser reescrito como
Kt = (BTPIY'B + R)'BT Pt A, (3.19)

Para as Eqgs.(3.17) e (3.19) o algoritmo baseia-se na repeti¢do das solu¢des da equacao
de Lyapunov a cada etapa, sendo dito algoritmo de Hewer. Este, por sua vez, converge para a
solucdo da equacao de Riccati (3.14). Esta técnica requer total conhecimento das dindmicas do

sistema, de modo que sua implementacgdo € realizada offfine.

3.3.2 [TIteragdo de Valor

Quando se aplica a iteracdo de valor, Eq.(2.30) por meio da Eq.(3.8) da equacdo de

Bellman, produz-se
ap Pz, = af Quy + uf Rug + of, P, (3.20)
e o formato (3.11), produz a recursdo de Lyapunov
Pt = (A~ BK)"PI(A— BK) 4+ Q + (K))" RKY. (3.21)

Para ambas as formulacdes, o passo de melhoria de politica € descrito por (3.18) € (3.19).
Este algoritmo converge (LANCASTER; RODMAN, 1995) para a solu¢do da equagdo
de Riccati (3.14), sendo necessdria a sua implementacao o total conhecimento das dinamicas do

sistema (A, B). Portanto, tal recursdo de Lyapunov é um algoritmo offline.

3.3.3 Solugdo online da Equacgao de Riccati

Nas formulagdes descritas para o algoritmo de Hewer e a recur¢ao de Lyapunov, percebe-
se a necessidade de modelo do sistema, caracterizando ambos como métodos de solugdo offline.
Observa-se no entanto que nos passos de ambos os algoritmos a iteragdo de politica nos for-

matos (3.16) e (3.18) e a iteragdo de valor nos formatos (3.20) e (3.18) para a implementacdo
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ocorre sem dependéncia das dindmicas do sistema (A, B). Para tais formulagdes, o valor e
controle 6timos sdo determinados online em tempo real através dos dados obtidos ao longo da

trajetdria do sistema.

3.3.4 Avaliacdo de Politica Iterativa

Dada uma politica K fixa, o procedimento de avaliacdo de politica iterativa torna-se
P = (A— BK)"P/(A— BK)+Q + K'RK, (3.22)

e esta recursdo converge para a solu¢do da equagio de Lyapunov P/ = (A — BK)TPI(A —

BK)+ Q + (K)"RK se (A — BK) for estdvel, para qualquer escolha inicial do valor de P°.

3.4 Funcao () para o DLQR

Em termos da formulacdo da Equacado de Bellman para o DLQR, seguindo uma politica

u = p(zy), a fungdo @ é
1
Q(zp, up) = 5(1{@:% + uj Ruy) + V(k41), (3.23)

onde o controle wy, € arbitrdrio e a politica uy, = u(xy) é seguida por k + 1 e instantes subse-

quentes. Reescrevendo
2Q(xg, u) = xf@xk + uZRuk + (Azy + Buk)TP(Axk + Buyg), (3.24)

com P sendo a solu¢do de Riccati produz-se a Fun¢do () para o DLQR:

T
1 Tk ATPA -+ Q ATPB Tk
Qa, ur) = 5 . (3.25)
U BTPA BTPB + R U
Define-se
T T
Q(zp, up) = 5 S =3 , (3.26)
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sendo S uma matriz simétrica. Da Eq.(3.26), tem-se

DN —

Q@r, w) =

Aplicando 0Q)(xy, uy)/Ou, = 0 a Eq.(3.27) obtém-se

280+ 2] = 0, (3.28)
assim
Up = —S;}Suxxk, (3.29)
e para (3.25) produz-se
u, = —(BY"PB + R)"'BT PAux,. (3.30)

A Eq.(3.30) é dependente de modelo, mas a Eq.(3.29) necessita apenas da matriz de
Kernel S obtida da funcdo (). Tal formulagdo fornece meios para a construgdo de uma familia
de algoritmos que buscam a solucdo online da equagdo de Riccati sem o conhecimento das

dinamicas do sistema (A, B) (LEWIS; VRABIE; VAMVOUDAKIS, 2012).

3.5 Controlador Adaptativo para Solucao online do DLQR

Com base na aprendizagem Q apresenta-se um algoritmo de controle adaptativo que
converge online para a solu¢ido do problema DLQR. Através da solu¢do da equacao algébrica
de Riccati em tempo real, sem o conhecimento das dinamicas do sistema, utilizam-se dados
medidos ao longo das trajetdrias do sistema para realizar este procedimento.

A aprendizagem Q é implementada realizando-se repetidamente as iteragdes de avali-
acdo e melhoria de politica para a fun¢do (). Uma vez que para o LQR de tempo discreto a
fungio Q) ¢ quadrética nos estados e entradas de modo que Q(zy, ux) = Q(z;,) = 12} Sz, onde

T T|T

2, = [z w,]'. A matriz S pode ser estimada online sem dependéncia de modelo usando

técnicas de identificacdo de modelo. Escreve-se a fungdo () na forma paramétrica

Q(r,u) = Q(z) = 9" (2)0, (3.31)
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onde 6 representa o vetor dos elementos de S e o vetor de base ¢(z) consiste dos termos
quadraticos nas componentes de z, contendo os componentes de estado e acdo. Sabe-se que

a fungdo valor de agdo € quadrética nos termos de 2, entdo Q(x,u) = 1z]'Sz; para alguma

:
matriz de kernel S. Aqui as entradas redundantes sdo removidas, de modo que 8 é composto de
(n + ne)(n + ne + 1)/2 na parte superior de S, com x, € R" u; € R™.

Para o DLQR a formulagdo da equagdo de Bellman (2.69) via aprendizagem () é dada

por

(8" (24) — 6" ()01 = 5 (a] Qu + ] Ru). (3.32)

A matriz Q aqui corresponde a matriz de ponderacdo do indice de desempenho, € nao
a funcdo (). Esta equacdo deve ser resolvida em cada etapa j do processo de aprendizagem
(). Percebe-se que (3.32) é uma equagdo com (n + n.)(n + n. + 1)/2 incdgnitas, correspon-
dendo as entradas de 8, sendo resolvida online usando métodos de controle adaptativo tais como
minimos quadrados recursivo (RLS).

A implementac¢do do algoritmo estd apresentada a seguir:
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ALGORITMO 1 - CONTROLADOR APROXIMADO - DLQR

> Bloco 0 - Inicializa¢io

> Matrizes de Ponderagio - [Q, R]

> Selecione - Politica Inicial - K.

> Selecione - Fator de Desconto - 0 < v < 1.

> Selecione - Fator de Esquecimento - 0 < p < 1.

[ Y T N R R

> Selecione - Niimero de Iteragdes - IN.

7 k< 0,50
8 > Processo Iterativo

9 Para cada iterac@o j de politica

10 do

11 fori < 1: N

12 do

13 > Bloco 1 - Simulacio do Ambiente

14 Estimar (z g, Ug, Tpt1, Uk41)

15 > Bloco 2 - Avaliacéo de Politica Aproximada

16 > Montagem do Alvo

17 Tk engzk+ugRuk

18 > Vetor de Fungdes de Base - Produto de Kronecker
19 Pr [I{v “kT]T ® [va “kT]T - ’Y[IZ+17 uz:rl]T ® [sz+17 “’){+1]T
20 > Minimos Quadrados Recursivos - RLS

21 Atualize € ; (4) por meio da equag@o 3.32

22 k<« k+1

23 > Recuperagdo da matriz S a partir do vetor 6 4 1
24 5%+1 & dado via Eq.(3.26).

25 > Bloco 3 - Atualizaciio da Politica

2 K e (S~ st

27 > Reinicializagdo - Pardmetros do RLS

28 0;41(0) =06,

29 until ;1 seja satisfatoria

30 then Fim do Processo Iterativo

31 End - Fim do Processo Iterativo

Este procedimento encerra-se quando ndo hd mais atualizacdes para a fungdo () ou para
a politica de controle em cada etapa. Assim, o algoritmo resolve a equacao algébrica de Riccati

online usando dados (z, ug, T 1, ur+1) medidos em tempo real a cada passo de tempo k.

3.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, realizou-se aplicacdes da teoria de aprendizagem por refor¢o sobre o
problema do DLQR, com énfase na solucdo online da equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman.
Segue-se com as abordagens de iteragdo politica e iteragao de valor para o LQR de tempo
discreto. Por fim, é apresentado o método de programacao dinadmica heuristica dependente de
acdo (aprendizagem (), que estd inserido na abordagem critica adaptativa, para a determinagao
de solugdes aproximadas da equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman e politicas de decisdo 6timas

para viabilizar o desenvolvimento de um projeto online de sistema de controle 6timo.
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ALGORITMOS ONLINE PARA PROJETO DE CONTROLE OTIMO
ADHDP-DLQR BASEADOS EM APRENDIZAGEM RLS

4.1 Introducio

O problema de aproximar uma func¢do valor em programacgao dindmica geralmente en-
volve métodos incrementais para resolver o problema de aprendizagem online dos parametros
da rede critica. Entre os algoritmos iterativos propostos para estimar tais parametros, destaca-
se o aprendizado dos minimos quadrados recursivos (RLS). A eficiéncia dos métodos RLS na
aprendizagem incremental ator-critica deve-se principalmente a sua robustez para lidar com va-
riacdoes de tempo nos parametros de regressdo e a rapida velocidade de convergéncia quando
comparados com métodos de gradiente estocastico (FERREIRA; REGO; NETO, 2017).

A aprendizagem RLS ¢ enfatizada sob o ponto de vista da pesquisa de ADP e desenvol-
vimento de sistemas de controle. Estruturas baseadas em RLS foram propostas em (XU; HE;
HU, 2002) para melhorar a eficiéncia dos métodos heuristicos critico-adaptativos convencio-
nais. Em (CHU et al., 2008) e (CHENG; FENG; WANG, 2013), os autores exploram métodos
RLS para resolver problemas de aprendizagem por reforco ator-critico. Pietquin e outros (PI-
ETQUIN; GEIST; CHANDRAMOHAN, 2011) apresentaram um avan¢o recente em métodos
de diferenca temporal (TD) como a diferenca temporal de Kalman (KTD). Neste esquema,
um filtro de Kalman € incorporado na estimagdo do processo de aproximagao da fungdo valor
usando uma representacio de espaco de estado. Um desenvolvimento prévio sobre paradigmas
de KTD ¢ apresentado no trabalho por Geist e outros (GEIST; PIETQUIN; FRICOUT, 2009)
para processos de decisdo markovianos deterministicos.

Em termos de aprendizagem RLS para resolver a equacgdo algébrica de Riccati discreta
(DARE), também referida como equacdo HJB-Riccati, em problemas de controle 6timo que
sdo resolvidos pela abordagem Programagdo Dindmica Heuristica (HDP), os autores (REGO;

NETO; FERREIRA, 2013) desenvolveram métodos e algoritmos baseados no treinamento RLS

61
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para o projeto online do regulador linear quadratico discreto (DLQR). Em (FERREIRA; NETO;
REGO, 2016), os autores fornecem propostas baseadas em transformacdes unitdrias para resol-
ver problemas de convergéncia e estabilidade numérica relacionados ao mal condicionamento
da matriz de covariancia da abordagem RLS para aproximar a func¢io de custo DLQR via HDP.
No entanto, o método HDP € baseado no modelo do sistema dindmico para calcular uma politica
de controle melhorada (FONSECA; REGO, 2014).

Em oposicdo a abordagem HDP, o método de aprendizagem (), proposto por (WAT-
KINS, 1989; WATKINS; DAYAN, 1992), € um método ADP baseado em dados, que (WER-
BOS, 1992) denominou de Programacao Dinadmica Heuristica Dependente da A¢ao (ADHDP).
Para os algoritmos de aprendizagem (), a fun¢do (), também chamada funcio valor de acdo,
¢ usada em vez da funcdo valor de estado V' dos algoritmos iterativos de HDP. A fun¢do va-
lor V(z) é uma fungdo apenas do estado x do sistema dindmico. Em contrapartida, a fungio
Q)(z,u) depende tanto do estado = quanto da a¢éo de controle u, o que significa que ela j inclui
informagdes sobre o sistema e a funcdo de custo (BUSONIU et al., 2010). Como tal, os algorit-
mos baseados em aprendizagem () sdo preferiveis para obter o controle 6timo de sistemas para
os quais o modelo explicito ndo estd disponivel (BUSONIU et al., 2010). O controle 6timo pode
ser estimado online em tempo real diretamente dos dados observados ao longo das trajetorias
do sistema, sem conhecer o modelo de dindmica do sistema.

Resultados sélidos de estabilidade e convergéncia foram obtidos para varios conceitos
criticos adaptativos para o problema LQR (LANDELIUS, 1997). Em (WATKINS; DAYAN,
1992), uma prova de convergéncia do algoritmo de aprendizagem () foi proposta para ambi-
entes estocasticos. Outra contribuicdo importante inclui o trabalho de Bradtke, (BRADTKE,;
YDSTIE; BARTO, 1994), onde aprendizagem () mostrou convergir ao usar aproximadores li-
neares da funcdo valor (). Especificamente, essa abordagem baseou-se em uma importante
condicdo de excitacdo persistente dos métodos RLS. Embora a aprendizagem () tenha conver-
géncia garantida para a funcio () 6tima, a estabilidade numérica do sistema sob a lei de controle
iterativo ndo é assegurada.

Na presente pesquisa € apresentada a concepgao de algoritmos ADHDP para a solucdo
online de problemas de controle 6timo. O desenvolvimento dos métodos e algoritmos propos-
tos é focado principalmente nas decomposi¢cdes QR e UDU” que sdo inseridas no contexto
da solug¢do dos problemas de instabilidade numérica para calcular a funcdo valor de agdo ().

Aqui, o fendmeno de instabilidade numérica refere-se a uma classe de problemas em que as
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varidveis atualizadas na implementacdo computacional do método RLS-ADHDP perdem suas
propriedades tedricas. Exemplos de tais propriedades s@o a simetria e a positividade da ma-
triz de covariancia da abordagem RLS. Devido aos problemas de mal condicionamento desta
matriz, a solu¢do para uma politica de decisdo 6tima para um determinado ponto de operagao
pode ndo convergir. Deve-se notar que, para que os sistemas de controle 6timo tenham uma
viabilidade minima para operarem em tempo real, parametros de desempenho tais como con-
vergéncia paramétrica, estabilidade numérica e complexidade numérica devem ser levados em
considerac@o no projeto. Este topico e os problemas de estabilidade numérica e convergéncia
discutidos em (REGO; NETO; FERREIRA, 2013; FERREIRA; REGO; NETO, 2017) moti-
varam o desenvolvimento desta pesquisa tendo em vista o projeto de algoritmos de ADP para

controle 6timo online com melhores especificacdes para operarem em tempo real.

4.2 Algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR

Inicialmente, considera-se que o problema de aproximacgao da func¢do valor () pode ser

formulado por uma estrutura paramétrica da forma

Q(z,u) = ¢’ (2)8, (4.1)
para alguns pardmetros desconhecidos do vetor de pesos a serem estimados @ = [0y 0, ... 6,,]7
e conjunto do vetor de fungdes de base ou vetor de regressio ¢(2) = [¢1(2) d2(2) ... ¢, (2)]F

com 25, = [z} ul]”. Esta aproximagdo leva em considera¢do o método RLS para o problema de

estimacdo do parametro 6. Tal abordagem busca realizar a aprendizagem online para projetos
de controle 6timo, via estimativas da funcao de custo de uma dada politica, construida a partir
dos dados (zg, zx+1, 7(Tk, ux)), que sdo observados ao longo da trajetdria do sistema.

O uso de critérios de avaliacdo de politica com base na otimizacdo, faz da estrutura
de aprendizagem () um esquema critico adaptativo onde o passo de iteracdo de politica, rede

critica, determina a solu¢do de minimos quadrados para 0y

(0" (21) — " (2141)) Ok = 7} Qi + i Ruy, (4.2)

e o passo de melhoria de politica, rede de acdo, determina uma politica melhorada dada por

hi1(xyg) = argh(n)lin(qST(zk)GkH), 4.3)
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onde cada par de ponderacdes () e R define um controlador diferente, portanto, explorando
o espacgo de possiveis ponderacdes, aproximamos a solucdo de programacao dinamica para o
controlador 6timo. ADHDP é um método que aprimora o controlador de uma iteragdo para a
préxima, desde o instante de tempo k até k£ + 1 (SOKOLOV et al., 2015).

A vetorizacgio de matriz e a teoria do produto de Kronecker (BREWER, 1978; REGO;
NETO; FERREIRA, 2013) contribuem para uma solu¢do aproximada da equacdo HIB-Riccati

obtida através de um esquema iterativo dado por

& (21)0r = d(-), (4.4)

sendo o vetor de parametros 6 correspondente a vetorizacdo da matriz S dada na Eq.(3.26),

0 = vec(S), e o vetor de regressores ¢’ (z;), assim como o alvo d(-) determinados por

2 . . . . . . 2 . . .
¢k = [:UL]@ xl,ka,lm cee aml,k’ul,ka v 7x1,kune,k7 R aa:mka xn,k’ul,kv v 7xn,kune,k’> cee
2 . ..2 1T 2 . . . .
Up s - - 7Une,k] - 7[$1,k+17 T1EL2 k415 - -3 L1 k4+1UL k415 - - s L1 k+1Ung k+15 - - -
2. . c2 2 T
T k1) Tnk+1ULE+15 - - -5 T k+1Une k+15 U i15 - - - 7un€,k+1] (4.5)
e
T T
d(-) =z, Qg + uy, Ruy,. (4.6)
O problema consiste em se determinar uma estimativa do vetor de parimetros 6 a partir
de um dado conjunto de pares de observagdes e regressores {(d(-), ¢,), k= 1,2, ..., N},

levando-se em consideragdo projetos online para aplicagdes em tempo real. A estimativa de

minimos quadrados de 0 é definida como o vetor que minimiza a seguinte fungao de perda

N
_ 2
JO,N) =Y uNF[d() - ¢4 6], (4.7)
k=1
sendo p o fator de esquecimento, variando no intervalo 0 < p < 1, sendo um parametro que
pondera dinamicamente a influéncia de dados amostrados na funcao de perda, e N o niimero de
dados da amostra.

Para satisfazer a condi¢do de excitacdo do problema de minimos quadrados necessita-se

que a quantidade /N de dados amostrados seja no minimo igual a ny. Supondo-se que a matriz
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Hessiana de J(6, V) é definida positiva, a equacdo do gradiente V.J(6, N) = 0 fornece uma

Unica soluc¢do, que € dada por

Oy = Dy'ny, (4.8)

onde

N
Py = ZMN_kQ”kqg (4.9)
k=1
¢ a matriz de correlacdo, ny x ny, dos dados de entrada do vetor ¢, e
N
iy = 1N Fd() (4.10)

k=1

€ o vetor de correlagdo cruzada entre as entradas do estimador LS e a resposta desejada.
Por pequenas manipulacdes algébricas, as Eqgs.(4.8)-(4.10) sdo desenvolvidas em uma

forma recursiva dadas por
0, =041+ ;' & (di — &1 0k1), 4.11)
sendo ®;, uma forma recursiva dada por
&, = u®,_ + ¢ (4.12)

Aplicando-se o lema da inversdo de matriz na Eq.(4.12), a estimativa RLS na forma

(4.11)-(4.12) pode ser reescrita por
0y, = 01 + Li(dy, — ¢}65-1), (4.13)

sendo

Fk—l ¢k

, 4.14)
1+ &L T 1y,

L,=Ty¢,=
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introduz-se I'y, = <I>,;1 que € dado por
Tp=p " (Tt = Ligi Troa) (4.15)

a matriz I'y, ng X ny, € denominada matriz de correlag@o inversa/matriz de covariancia. O vetor
Ly, ng x 1, € chamado vetor de ganho.

Um resumo do Algoritmo RLS,,-ADHDP-DLQR ¢ apresentado a seguir.

ALGORITMO 2 - RLS ,-ADHDP-DLQR

> Bloco 0 - Inicializacdo

> Matrizes de Ponderagdo e do Sistema Dindmico- Q, R, Ay, By
> Selecione - Politica Inicial - Kg.

> Selecione - Revitalizagdo dos Estados - Z eqit, Nrevit

> Selecione - Fator de Desconto - 0 < v < 1.

> Selecione - Estado Inicial - zq.

> Pardmetros do RLS: 6, I'g.

> Selecione - Fator de Esquecimento - 0 < p < 1.

O ® N U AW N

> Selecione - Niimero de Iteragdes - V.

10 > Processo Iterativo

11 fork <~ 0: N

12 do
13 > Bloco 1 - Simulacdo do Ambiente
14 > Ruido de Controle ( componente de “explora¢do” do sinal de controle)
15 er 1 1
16 > Agio de Controle
17 up — —Kpxp + €
18 > Estado Seguinte
19 Tyl — Agxg + Baug
20 > Agio de Controle Seguinte
21 Ug41 < — KT
22 > Bloco 2 - Atualizacdo da Politica e da Funcio Valor
23 > Montagem do Alvo
24 d(r) « zEsz + ugRuk
25 > Vetor de Fungdes de Base - Produto de Kronecker
26 Br <[5 151 T2 ki ST UL T ke k3 Tk
27 Ty RUL RS 5 T kg ki US e - ;ufbe,k:] = pias
28 T LT, k153 L kb 1UL k415 5 1 ko 1% k15 - -+ 5
29 © 13 T kb 1L b 15+ 5 @ kb1 U kb 15 4T g 13- -5 Uy g 1)
30 > Minimos Quadrados Recursivos - RLS
31 Lipg1 = %
32 k1 = Ok + L1 (d() — 1 0k)
33 D1 = " (Tk = Lpg1¢f Tk)
34 > Recuperagdo da matriz S a partir do vetor 6
35 ng = (n +ne)(n + ne +1)/2
61 62/2 o Ongng)/2
36 SOkl 02/2 O(ntne)+1
Ong_1/2
Ontne)/2  O2(n4ne)-1/2 - fng
37 > Atualizagdo da Politica (Ganho Otimo de Realimentagdo K) K
3 Kjp1 (St~ (sukt)
39 if k%N, epit =0
40 then
41 Tyl < Trevit

42 End - Fim do Processo Iterativo
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O algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR (algoritmo 2) possui em seu bloco principal as eta-
pas de avaliacdes de politicas e melhorias de politicas. Dessa forma, observa-se que neste
algoritmo a politica € atualizada em um unico loop, em dire¢do a politica 6tima em cada passo
de tempo k. O bloco 0 no algoritmo 2, passos 2-9, realiza a inicializa¢do de pardmetros fixos
do problema de otimizacdo que sao as ponderacdes Q e R, as matrizes do sistema dindmico A,
e By, e o fator de desconto ~. Para o problema RLS, as condig¢des iniciais sao o fator de esque-
cimento, o parametro 0 e a matriz I'. Os passos 14-24 definem a lei de controle u; (em termos
de ac¢do), sua reagdo do ambiente ;. ; (em termos de transi¢do de estado) e o custo d(-) (em
termos de custo de transic@o de estado). Para esta situacao, fazendo o papel de um simulador do
sistema dinamico (atuador, planta, sensor) tem-se a interatividade acdo-ambiente-observacao
para avaliagdes e melhorias de politicas de controle. Os passos 26-33 do algoritmo realizam a
vetorizacdo dos estados e agdes de controle e a aproximagao da matriz S via estimagao RLS.
Os passos 35-36 realizam a associacdo da aproximagido S+ que é usada no passo 38 para
realizacdo de melhorias de politicas K.

Embora algoritmos do tipo RLS tenham uma alta velocidade de convergéncia. No en-
tanto, estes algoritmos s@o propensos a sérias dificuldades numéricas que estao bem documen-
tadas na literatura (KAMINSKI; BRYSON; SCHMIDT, 1971). Por exemplo, de acordo com
a Eq.(4.15), a matriz de covariancia I'(,y € definida como a diferenga entre matrizes definidas
positivas. Portanto, a menos que a exatidao numérica empregada em cada iteragao do algoritmo
seja suficientemente alta, a matriz de covariancia resultante desse cédlculo pode ndo ser definida
positiva.

Dessa forma a abordagem proposta neste trabalho € vista como uma melhoria no pro-
cesso de estimagao RLS de politicas de decisao 6tima DLQR para evitar problemas de con-
vergéncia e estabilidade numérica via decomposi¢des QR e U DU, Tal metodologia consiste
em melhorar ou reduzir a dependéncia linear, isto €, tornar os regressores linearmente indepen-
dentes ou evitar que se tornem linearmente dependentes sob iteracdo de politica no contexto de

aprendizagem por reforco.

4.3 Algoritmo RLS,-OQR-ADHDP-DLQR

O uso de rotagdes de Givens juntamente com a decomposi¢cdo QR para resolver proble-
mas LS foi abordado por Gentleman (GENTLEMAN, 1973), que foi um dos pioneiros no uso da
decomposicao QR para resolver problemas (RLS) (KUNG; GENTLEMAN, 1982). McWhirter
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(1983a, 1983b) e mais tarde Ward, Hargrave e McWhirter (1986) propuseram implementacdes
de filtragem adaptativa do algoritmo RLS para resolver a equacdo de minimizagao do erro qua-
dréitico. Eles aproveitaram as rotacOes de Givens para a triangularizagdo da matriz de dados
e sugeriram uma implementacdo sistdlica, que € interessante por se tratar de um método de
paralelismo das rotagdes de Givens.

Nesta se¢dao se mostra a adequacdo do Algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR para o algo-
ritmo RLS,,-QR-ADHDP-DLQR, ou seja, o algoritmo RLS ,-ADHDP-DLQR baseado em de-
composi¢do OR, que € orientado para a avaliacdo de solu¢des aproximadas da equacdo HIB-
Riccati que preservem suas caracteristicas de estabilidade numérica.

Assumindo-se que para as equagdes normais do estimador LS, o valor 6timo do vetor de

parametro 6, € tal que
E seja @, expresso em sua forma fatorada
1/2 x H/2
¢, =d,/°® ", 4.17)

sendo <I>,1€/ ° uma matriz triangular inferior definida como a raiz quadrada de Py, e <I>kH/ > a
transposta hermitiana de <I>,1€/ 2,
A partir da Eq.(4.12), a equagdo recursiva de atualizacdo de valor da matriz de correlacdo

®,. é dada por
&), = ud®,_, + @0, (4.18)

Entao, pré-multiplicando ambos os lados da Eq.(4.17) pela matriz <I>,;1/ 2, produz-se uma

nova varidvel dada por

wy, = %0, = &, *n,, (4.19)

Deste modo, chega-se a uma nova forma para representar o vetor de correlacao cruzada

entre a entrada ¢,, e a saida desejada d;, que é dada por

M = PNy—1 + Gy, (4.20)
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ou, de forma equivalente,

D0, = n®,_10,_1 + @d;, 4.21)

em que o asterisco denota o complexo conjugado.
Agora, as Eq.(4.18) e (4.21) sdo descritas em suas formas transpostas hermitianas, ex-
pressando cada um dos termos que aparecem no segundo membro de cada equagdo em suas

formas transpostas como Segue
2 H/2
pdtl | = (2@, ].[u' @3], (4.22)

H
Neﬁli’kal = [Iul/onHfl(I)llc/fl] . [/il/Q‘I)lc—/f]

H
= [Pl ).

(4.23)

Pode-se identificar dois outros termos, qbkqka e quka , 08 quais juntamente com os elementos
das Eqgs.(4.22) e (4.23) sdo dispostos de modo a construir a seguinte matriz de dados (pré-
matriz).
1/2

,ul/ Z‘I)k_1 Oy,

! 2‘*’ka1 d

0r 1
Suponha, entdo, que escolhe-se uma rota¢do unitdria O transformando-se essa pré-

matriz de modo a produzir um bloco zero na segunda entrada da linha de bloco superior da

matriz resultante (pds-matriz), como mostrado pela forma

AO = B, (4.24)
sendo
M1/2q)’1€£21 ¢k Bﬁ k 0
A= | Mol g, e B=| b, b, (4.25)
07 1 bg ko D3y

Para avaliar os elementos dos blocos desconhecidos Bf ,, bl ,, b5, ., bl , e b3, ;. da
pés-matriz, B, procede-se elevando ambos os membros da Eq.(4.24) ao quadrado. Reconhece-

se que Oy é uma matriz unitéria, e, portanto, ©;0 ¢ igual a matriz identidade para todo .
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Entdo, a Eq.(4.24) pode ser escrita como:

AA" = BBH (4.26)
ou, de forma expandida obtém-se

1/2(1)1/2 BH 0
H K1 Gk 11k

12, H u1/2<1>,f_/f U1/2wk71 0 o . Biir bk baik
plrwi sy dy o . = | Dok O T

T o7 dj, 1 H . 0 ba i D32k
0 1 bsi . D3

Assim, comparando-se os respectivos termos em ambos os lados da Eq.(4.27), os ele-

mentos dos blocos desconhecidos da pds-matriz B sdo determinados. Assim, a Eq.(4.24) com

H H * H * z
os valores de Bi] i, 5] . b3 1» D31 1, € b3, . € expressa na forma

e TR e 0
Pl d | O = wl gp? |, (4.27)
or 1 s, p?

sendo & o erro de estimagio a priori que é dado por &, = dj, — 0" ¢, € pr um pardmetro real

o qual € definido como
pr=1—L{ ¢, (4.28)

sendo pj, referido como o parametro de positividade.

A matriz © é essencialmente qualquer rotag@o unitaria que opera sobre os elementos
do vetor de dados de entrada ¢, na pré-matriz, eliminando-os um a um, de modo a produzir
um bloco de entrada zero na linha do bloco superior da pds-matriz. Como resultado, a estrutura
triangular inferior da raiz quadrada da matriz de correlacdo, ou seja, o'/ 2 ¢ preservada na sua
forma exata antes e depois da transformacao.

Observa-se que o cédlculo do vetor de pardmetro € do RLS ¢é realizado trabalhando dire-
tamente com a matriz de dados de entrada através da decomposi¢do OQR, ao invés de trabalhar
com a matriz de correlacdo inversa dos dados de entrada como ocorre em algoritmos RLS.

Ap6s computar os valores dos blocos atualizados <I>,1€/ e pH . o vetor de parAmetro 8}, do
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LS, pode entdo ser calculado usando-se a Eq.(4.19), como segue
0 = wll®, '/, (4.29)

As Eqgs.(4.27) e (4.29) sdo agrupadas nos procedimentos do algoritmo de ADHDP (al-
goritmo 2), sob esquemas de iteracdo de politica, em que a etapa de avaliacao de politica aproxi-
mada é realizada por meio de transformacdes unitérias (rotacdes de Givens, para mais detalhes
consultar Apéndice C) que fornecem a matriz Oy, correspondendo a maior diferenca entre as
abordagens dos algoritmos RLS,-ADHDP-DLQR e RLS ,-QR-ADHDP-DLQR. Observa-se
que o célculo da solugdo da Eq.(4.29) € realizado usando o método de “substituicdo para tras”

que explora a estrutura triangular inferior de @,1{/ 2,
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ALGORITMO 3 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR - Decomposi¢do QR por Rotagdes de Givens

O N

© ® N\

30

31

32

33

34

35

36

41

42
43

44
45
46

> Bloco 0 - Inicializa¢io

> Matrizes de Ponderagdo e do Sistema Dinimico - Q, R, Ay, By
> Selecione -Politica Inicial - K.

> Selecione - Fator de Desconto - 0 < v < 1.

> Selecione - Estado Inicial - (.

> Selecione - Revitalizagdo dos Estados - e it Nrevit

> ParAmetros do RLS“»QR: @é/Q, wo.

> Selecione - Fator de Esquecimento - 0 < p < 1.

> Selecione - Niimero de Iteragoes - V.

> Processo Iterativo

fork < 0: N

do
> Bloco 1 - Simulagio do Ambiente
> Ruido de Controle ( componente de “explora¢do”do sinal de controle)
e <[ 1
> Acgio de Controle
up  —Kpzp + €
> Estado Seguinte
Tp41  Agxp + Baug
> Agio de Controle Seguinte

Up41 — —KpTpp

> Bloco 2 - Atualizacdo da Funcio Valor e da Politica
> Montagem do Alvo
d(r) « z{sz + ugRuk

> Vetor de Fungdes de Base - Produto de Kronecker

Pk [Ccik?wl,kw&k; ST RUL kST R Ung ke S ﬁi,k?
Ty BUL G5 T kU k5 YT i3 Un 3] — Y[@E s
T kT2 k4153 T k41U k415 i1, k4+1Ung k4153
T 15 T kLU k15 5 T kg 1 U kb 15 U3 g 15 Uy 1]

> RLS baseado em decomposi¢ao QR através de "Rotagdes Givens"
1/2
IS AN
AgRr « w20l A

oT 1
Cor + %1
a?+a?
SoRr —__92
1/a%+a%
C S
Jor « QR QR
—Sor Cor
R+ Jor * AgRr
1/2
®% 01/2
H
R — Wh+1 ’gkpk-u
Hag—H/2 1/2
Pk Ppi Pr+1
> Atualizagdo do Vetor 6 através de "substitui¢do para tras"

H _ H —1/2
07 k1 = w1 Py

> Recuperagao da matriz S a partir do vetor 6

ng = (n+mne)(n+mne+1)/2

01 02/2 S B(ngng) /2
SOR41 02/2 O(ntne)+1
Ong_q /2
Ontne)/2  O2(niyne)-1/2 - Ong

> Atualizagdo da Politica (Ganho Otimo de Realimentago K) K
Okt1y—1,o%+1
Kjpr + (Sut™H7HsGE™)

if k%nyepir =0
then

Th4+1 < Trevit

47 End - Fim do Processo Iterativo
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4.4 Algoritmo RLS,-UDU"-ADHDP-DLQR

Nessa se¢do, apresenta-se um método alternativo, via decomposi¢io UDUT, aos pro-
blemas de convergéncia e perda de estabilidade numérica relacionados ao mal condicionamento
da matriz de covariancia da abordagem RLS para aproximagdes da fun¢do valor de acdo em es-
quemas de ADHDP.

Uma versao modificada das Eqs.(4.13)-(4.15) pode ser obtida supondo-se que I';, =
U,.D,U}, sendo U}, uma matriz triangular superior com todos os elementos diagonais unité-
rios € D} uma matriz diagonal.

Sejam Uy, = [urg -+ Un, k) € Dy = diag(dyy,...,dn, ). Supondo-se que I'y_4
admite a decomposicao I'y | = Uy 1Dy Uffl, as Egs.(4.14) e (4.15) podem ser rearranjadas

para

L, =U; 198" (4.30)

Tw=p 'Upa[Dip1 — 899" U}, (4.31)

Uma vez que o produto de duas matrizes triangulares superiores unitdrias € ainda uma
matriz triangular superior unitdria, para obter-se fatores U-D de I'j, € suficiente obter-se fatores
U-D para a expressao entre colchetes na Eq.(4.31). Os detalhes dos parametros da fatoracao
sao apresentados no Apéndice A.

O desenvolvimento do algoritmo RLS,,-ADHDP-DLQR com fatoragdo UDU?, deno-
minado RLS-UDUT-ADHDP-DLQR, ¢é baseado nas Eqs. (4.32)-(4.43) que estdo dispostas a

seguir:

e = d(-) — 0k, (4.32)
e=Uj_ ¢, (4.33)
g=D;_ie, (4.34)

Bo = p. (4.35)
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Para j de 1 a ny faz-se

B; = Bj-1 + e;g;, (4.36)
djx = dj,k_l—%'j;, (4.37)
K =g, (4.38)
P— (4.39)

T B

Se j # 1faz-separamdelaj—1,

Umjk = Umjk—1 + TjKm (4.40)

Rm,new = Km,old + Umj,k—1Rj (441)

A atualizagdo do vetor de ganho é dada por

DY T
L, = s fina] (4.42)
Brg

A atualizagdo do vetor de parametros €
Ok = Okz—l + Lkgk' (443)

Essas equacdes sdo agrupadas, passando a integrar o bloco 2 do algoritmo 2, de modo
que o passo de avaliacdo de politica que aproxima a matriz S € realizado via estimagdo RLS
com fatoragdo U DU™. O conjuto de Eqgs.(4.32)-(4.43) substitui os passos 31-34 do algoritmo 2,
o0 que corresponde a maior diferenca entre as abordagens dos algoritmos RLS,,-ADHDP-DLQR
e RLS,-UDU"-ADHDP-DLQR.



4. ALGORITMOS ONLINE PARA PROJETO DE CONTROLE OTIMO ADHDP-DLQR
BASEADOS EM APRENDIZAGEM RLS 75

ALGORITMO 4 - RLSH,—UDUT—ADHDP—DLQR

> Bloco 0 - Inicializacdo
> Matrizes de Ponderagdo e do Sistema Dinimico - Q, R, Ay, By
> Selecione -Politica Inicial - K.

> Selecione - Fator de Desconto - 0 < v < 1.

1

2

3

4

5 > Selecione - Estado Inicial - zg.
6 > Selecione - Revitalizagdo dos Estados - ey its Nyevit
7t Parimetros do RLS,-UDUT": 0, Ug,Dy.

8 > Selecione - Fator de Esquecimento - 0 < p < 1.

9

> Selecione - Niimero de Iteragdes - V.

10 > Processo Iterativo

11 fork <+ 0: N

12 do
13 > Bloco 1 - Simulacdo do Ambiente
14 > Ruido de Controle ( componente de “exploragdo”do sinal de controle)
15 e <[ 1
16 > Acio de Controle
17 up +— —Kpx, + €
18 > Estado Seguinte
19 Tp41 +— Agrg + Bgug
20 > Agio de Controle Seguinte
21 Uggq ¢ —Kirpyq
22 > Bloco 2 - Atualizacdo da Funcéo Valor e da Politica
23 > Montagem do Alvo
24 d(r) « szsz + u{Ruk
25 > Vetor de Fungdes de Base - Produto de Kronecker
26 Bk (B3 i1 kT2 R ST RUL R 3T R Ung ki T g
2 2 2
27 T kUL, k53 Tk Wng k3 BT k5o -3 Uy k3 ) — V[TT kg
28 TY KT k15 -5 B 1 WL k15 -+ -5 T k1 Wng k155
29 mi,kﬂ; T kb 1UL k4155 Tn k4 1%ng, k415 u?’k+1; S uic,kﬂ;]
30 > Atualiza-se € usando as Eqs.(4.32)-(4.43) da estimagdo RLS com Fatoragido upu”T
31 > Recuperagdo da matriz S a partir do vetor 6
61 02/2 o Ondng) /2
0 SOkl 02/2 O(ntne)+1
. . Ong_1/2
Ontne)/2  O2(ntne)—1/2 - Ong
33 > Atualizagdo da Politica (Ganho Otimo de Realimentagdo K) K
Opt1y—1,¢%+1
34 Kk+1 — (S'u,u+ ) l(sum+ )
35 if k%N peyit =0
36 then
37 T4l < Trevit

38 end - Fim do Processo Iterativo

4.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, a caracterizacdo do problema de estimagdo RLS para a solucao da equa-
cdo HJB-Riccati associada com o problema DLQR via ADP foi apresentada. A formulacao do
problema € apresentada como fusdo de trés metodologias para projeto online de controle 6timo
baseada na soluc¢ao da equacdao HJB: programacdo dindmica (iteracdo de politica), aprendiza-

gem por refor¢o (diferencas temporais) e aproximag¢do da fungdo valor via estrutura paramétrica



RLS.

O problema principal estd relacionado com o mal condicionamento da matriz de co-
varidncia da abordagem RLS para estimar a solu¢do da equacdo HJB-Riccati, a qual resulta
em dificuldades numéricas na atualizacdo das varidveis da recursdo do RLS em ambientes de
precisdo finita.

Com o intuito de minimizar esse problema, propds-se a inser¢ao de métodos de decom-
posicdo QR e UDU? no algoritmo padrio para o projeto online de controle 6timo DLQR. Tal
abordagem foi desenvolvida para melhorar o comportamento do nimero de condicao e parame-
tro de positividade da matriz de covariancia que sdo avaliados para monitorar e guiar 0 processo
de convergéncia e estabilidade numérica, resultando assim nos algoritmos RLS ,-QR-ADHDP-

DLQR e RLS,-UDU T_ADHDP-DLQR (variantes do algoritmo RLS »~ADHDP-DLQR).
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COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

5.1 Introducao

A teoria da complexidade de algoritmos tem sido parte central do projeto de algoritmos
eficientes desde os anos iniciais da computagdo. O estudo desse topico apresenta duas moti-
vacgoes principais. Uma delas € a necessidade de comparar algoritmos de forma idonea, com
independéncia dos recursos computacionais disponiveis, da eficiéncia das técnicas computacio-
nais existentes e até da capacidade técnica dos programadores que os implementem. E a outra,
a baixa quantidade de recursos computacionais existentes nos primeiros anos da computagdo
tornavam essa necessidade tedrica também uma exigéncia do ponto de vista pratico. A no¢ao
de complexidade assintotica (HARTMANIS; STEARNS, 1965), assim, desempenha um papel
central na andlise da eficiéncia de algoritmos.

Em Matemitica, a andlise assint6tica consiste de uma técnica de aproximacdo de fun-
coes. Em programacao, principios de andlise assintédtica sao utilizados para avaliacdo de com-
plexidade de algoritmos em termos de tempo e espago gastos para realizacdo de suas respectivas
tarefas. Sendo a teoria da complexidade computacional um ramo da teoria da computacdo em
ciéncia da computacao tedrica e matemdtica que se concentra em classificar problemas compu-
tacionais de acordo com sua dificuldade inerente e relacionar essas classes entre si (DOWNEY;
FELLOWS; STEGE, 1999), identificando que tipos de problemas podem, em principio, ser re-
solvidos através de algoritmos. Nesse contexto, um problema computacional é entendido como
uma tarefa que €, em principio, possivel de ser resolvida por um computador (uma vez que o
problema pode ser descrito por um conjunto de instru¢cdes matematicas).

A complexidade de um algoritmo €, dessa forma, calculada como uma fun¢do que rela-
ciona o tamanho das instancias do problema ao qual o algoritmo € aplicado com a quantidade
de instru¢des computacionais requeridas pelo algoritmo para concluir sua execu¢do. Em geral,
esse tipo de cdlculo baseia-se na ideia de que a medida que o tamanho dos dados de entrada

de um problema cresce, a complexidade do algoritmo que o resolve estabiliza-se numa fun¢do

77
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de proporcionalidade simples relacionada com alguma func¢do conhecida (por exemplo, fun¢do
linear, quadratica, logaritmica, dentre outras).

A andlise da complexidade assintética de algoritmos € particularmente importante para
o projeto de novos algoritmos. Uma vez que os padrdes de crescimento de fun¢des mais co-
muns sdo bem conhecidos, torna-se possivel examinar a eficiéncia de algoritmos e prever seu
comportamento em diferentes tamanhos de instancias.

Uma vez que muitos problemas possuem frequentemente varios algoritmos com fungdes
equivalentes, isto €, dois algoritmos sdo funcionalmente equivalentes quando, pelo menos em
principio, fornecem os mesmos resultados para um mesmo problema. Mas, o fato de dois
algoritmos serem funcionalmente equivalentes ndo quer dizer que eles sejam equivalentes em
termos de eficiéncia. Ao contrério, existem algoritmos que sdo funcionalmente equivalentes e
que, a0 mesmo tempo, divergem bastante em termos de eficiéncia.

Campos intimamente relacionados com a ciéncia da computagdo tedrica sdo a andlise
de algoritmos e teoria da computabilidade. Uma distin¢do chave entre a andlise de algoritmos
e teoria da complexidade computacional € que a primeira € dedicada a analisar a quantidade
de recursos necessdrios para um determinado algoritmo resolver um problema, enquanto a se-
gunda interpela de modo mais geral sobre todos os possiveis algoritmos que podem ser usados
para resolver o mesmo problema (GOLDREICH, 2008), sendo responsdvel por classificar os

problemas que podem ou ndo serem resolvidos com os recursos devidamente restritos.

5.2 Avaliacao de Algoritmos

Apesar da nocdo de algoritmo ser utilizada hd pelo menos dois mil anos, apenas no
século vinte o conceito computacional foi formalmente definido e estudado. Com base portanto
na teoria define-se um algoritmo como uma sequéncia finita de instru¢des sem ambiguidade,
cada uma das quais pode ser executada automaticamente em um periodo de tempo finito e com
uma quantidade de esforg¢o finita (GOLDREICH, 2008).

Um problema de ordenagdo, que visa colocar em ordem decrescente uma sequéncia de
nimeros, pode ser utilizado para ilustrar o conceito de algoritmo. Deste modo, uma sequéncia
numérica é tida como uma instincia do problema, consistindo na entrada (que satisfaz a quai-
quer restricdes impostas no enunciado do problema) necessdria para se calcular uma solugdo
para o problema (CORMEN et al., 2001).

Assim, diz-se que um algoritmo correto resolve o problema computacional dado, uma
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vez que para cada instancia de entrada, ele para com a saida correta. Um algoritmo incorreto
pode ndo parar em algumas instancias de entrada, ou entdo pode parar com outra resposta que
ndo seja a desejada.

Diferentes algoritmos podem realizar a mesma tarefa usando um conjunto diferenciado
de instru¢gdes em diferentes tempos, espagos ou esforcos. Tais diferencas podem ser reflexo
da complexidade computacional aplicada, que depende de estruturas de dados adequados ao
algoritmo (SIPSER, 2006).

Analisar um algoritmo significa avaliar os recursos sob os quais o algoritmo necessitard.

Tipicamente, pode-se avaliar um algoritmo quanto a pardmetros como:

1. Velocidade de Execucdo, sendo um dos pontos importantes em algoritmos para processa-

mento em tempo real.

2. Utilizacdo de Memoria; os avangos na drea de informadtica elevou a disponibilidade de

memoria diminuindo a preocupagdo com esse parametro.

3. Estabilidade, de forma a garantir o funcionamento do algoritmo de maneira regular ao

passar do tempo de execucao.

O presente trabalho envolve a avaliacio dos algoritmos desenvolvidos tendo como refe-
réncia trés importantes parametros: Custo Computacional, Estabilidade Numérica e Tempo de

Convergéncia, os quais sao discutidos a seguir.

5.2.1 Custo Computacional

A complexidade computacional de um algoritmo é medida como uma fun¢do do volume
de dados que ele processa. Isto €, se o tamanho dos dados (por exemplo, o nimero de elementos
de uma matriz) for n, sua complexidade é associada a alguma fun¢do f(n), cujo dominio é o
conjunto dos nimeros naturais e cuja imagem € o conjunto dos nlimeros reais nao negativos.
Podendo ser entendida assim como a estimativa do esfor¢o (custo) computacional despendido
para a execucdo de um algoritmo que resolve um problema com entrada de tamanho n.

Em andlise de algoritmo este esfor¢o normalmente € medido por uma funcdo da forma
O(f(n)) (notagio matematica denominada “O” grande), a qual indica a ordem de complexidade
de tempo de execucdo do algoritmo que estd associado ao nimero de operagdes aritméticas rea-
lizadas pelo mesmo em funcio da dimensao n da entrada do problema. Em alguns algoritmos a

funcdo de complexidade f(n) pode relacionar mais de uma varidvel, como f(n,m), f(n,m,p),
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dentre outros. Dessa forma, algoritmos que necessitam de um nimero reduzido de operacdes
aritméticas sdo preferiveis na pratica, pois implicam em custos computacionais menores.

Para algoritmos, cujo objetivo estd condicionado a realizacdo de longas sequéncias de
célculos, pode-se ter uma ideia do tempo de execucdo ou complexidade, através da contagem
do niimero de operacdes de pontos flutuantes realizadas por segundo (do inglés Floating-point
Operations Por Second). Usa-se o acronimo flops para designar uma operagdes bdsica de ponto
flutuante como a soma, subtracdo, multiplicagcdo, divisdo ou extracdo de raiz quadrada, para
determinar o custo computacional dos algoritmos propostos nesse trabalho .

Para os dispositivos computacionais atuais, cuja capacidade de processamento ¢ demasi-
adamente grande, adotam-se os multiplos de flops como unidade de medida. Os multiplos mais
utilizados sao: megaflops (Mflop/s), gigaflops (Gflop/s), teraflops (Tflop/s), petaflops (Pflop/s)
e exaflops (Eflop/s).

Pode-se exemplificar o célculo de tais medidas segundo a formulcao G flops = v xnp x
nc x oc, sendo: Gflops corresponde a bilhdes de operacdes por segundo, v a velocidade da CPU
em GHz, np o nimero de CPU’s, nc o nimeros de nucleos (cores) por CPU e oc a quantidade
de operagdes de ponto flutuante capazes de serem realizadas por ciclo (4 em geral).

Assim, uma maquina/computador (1 CPU) com velocidade de 3.6 GHz, 4 nucleos de
processamento, capaz de realizar 4 flops por ciclo, executaria em tese, 57 G flops ou 57 bilhdes
de operacdes de ponto flutuante por segundo. Dessa forma, uma matriz quadrada de ordem
n = 5.000, precisa em torno de 83 bilhdes de operagdes para que sua decomposicdo LU seja
computada com um tempo aproximado de 1,4 segundos, uma vez que todos os nucleos sdao
utilizados.

Em uma maneira geral, quando trabalha-se com sistemas ndo ideais, os tempos sao mai-
ores, pois hd restricdes de acesso a memoria, tempo gasto para transi¢do dos dados da memoria
para o processador, dentre outras limitacdes de hardware. Por isso, a busca por otimizar 0s
custos computacionais dos algoritmos.

Esta subsecao propde-se a descrever os custos computacionais dos algoritmos abordados
nesse estudo. Para tal, faz-se necessario introduzir algumas notac¢des, que serdo apresentadas a
seguir.

Sejam «; e ap dois escalares quaisquer em R. As notagdes op((j), op((;) e opgf) serdao
usadas para denotar as operagdes de adi¢do a; + g, multiplicagdo oy - ap e divisdo oy /o,

respectivamente. Tais operacdes elementares descritas, equivalem a um flop (medida de com-
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plexidade aritmética adotada).

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam algumas operacdes elementares de vetores e matri-
zes que sdo encontradas nas etapas de avaliagdo e melhoria de politica dos algoritmos RLS ;-
ADHDP-DLQR, RLS,-OR-ADHDP-DLQR e RLS,,-UDU”-ADHDP-DLQR. Nessas tabelas
o nimero de flops (operacdes de ponto flutuante por segundo) para cada uma das operagdes
basicas pode ser consultado.

Algumas observagdes relevantes sio:

1. De forma genérica, a multiplicacdo de duas matrizes M; e My com M, € R™*P e M, €

RP*™ envolve 2mnp — mn flops e sera denotada por op%nm.

2. Dada uma Matriz M com M &€ R™ ™ inversivel, a obten¢di da inversa de M, M,
por meio de transformacdes de Gauss (eliminagdo Gaussiana) requer aproximadamente
%m?’ flops (%m3 flops para matrizes definidas positivas). A operacdo de inversdo de uma

matriz definida positiva serd denotada por opg\};L.

Tabela 5.1: Operacdes basicas com vetores em R™¢

Operacgao Descrigao Complexidade
opS,J’) Adicdo: vy + vy Ng
opﬁat Produto escalar: vag 2ng — 1
opout Produto externo: vivd ns
op(',)a Multiplicacdo de um escalar « por um vetor: av ng

Tabela 5.2: Operagdes basicas com matrizes em R0 %6

Operacgido Descrigcao Complexidade
op(l Adigdo na
op\) Multiplicagdo 2n5 — n?
opg&CY Multiplicag¢@o de um escalar por uma matriz ng
opg\}’v Multiplica¢do de uma matriz por um vetor 2n2 — ny
opgnggulM Multiplicagdo de uma matriz triangular por um vetor ng
op Mmagmz » | Multiplicagdo de uma matriz diagonal por um vetor ng

RLS,-ADHDP-DLQR

Etapa de Avaliacdo de Politica

Na descricao do custo computacional em uma iteracao & de avaliacdo de politica realizada pelo

RLS padrio, tem-se:
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1. Contrugdo do vetor de funcdes de base ¢, = zp — vZr+1 via produto de Kronecker do

par estado-acao. Considerando que a formacgdo de cada vetor z; envolve ny [op(')], 0 que
equivale a ny flops, tem-se:

()

(')} + opya — 2ng + ng = 3ny flops

opt) — 2ng[op

op™ — opS™ — ng flops

2. Cdlculo do ganho L; da Eq.(4.14):

opt) = 20pi, +0pi + oph = 2(2n2, —ng) + (2ng — 1) +ny = 4nf +ng — 1 flops,

op't) — op&+) =1 flops,

op') — op((f) =1 flops.

3. Atualizacdo do vetor de parametros 0, da Eq.(4.13):

Op(') N Ongt + Op(') = (2%9 — 1) +ng=3ng — 1 flOpS,

(+) (+)

op'™) — op” + opy” =mng + 1 flops.

4. Atualizag¢do da matriz de covariancia I';, da Eq.(4.15):

P = o + ) + opl} = 3 + (20} — ) + 1 = mi -+ flops,

op™t) — opg\}r) = n2 flops,

op¥) — opgf) =1 flops.
5. Recuperagdo da matriz S a partir do vetor 0 gerado pelo RLS convencional é dado por:

[(n41e)% — (n 4 n)]oph” = (n+n.)? — (n+ne) flops.

RLS ,-QR-ADHDP-DLQR

Etapa de Avaliacdo de Politica

Na descri¢@o do custo computacional em uma iteracio k de avaliagc@o de politica reali-

zada pelo método RLS-,-QR com rotacdes de Givens, tem-se:

1. Construcdo do vetor de func¢des de base ¢ = zj, — VZg41:
Segue-se 0 mesmo procedimento do algoritmo RLS,,-ADHDP-DLQR, o qual representa

op") = 3ny flops e op'™) — ny flops.
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2. Cdlculo de Cor e Sor (Givens):
op) — 4opg) =4 flops
op't) — 20p&+) =2 flops

opt¥) — 20p((f) = 2 flops

(sqrt

opsat) 5 20p8 T = 9 Flops

3. Calculo da Matriz R:

op') — opg\} = 2n3 —ny flops

4. Atualizagdo do vetor de pardmetros 6, (Back Substitution)

2 _ .2
OPbacksub — Ny = Ny flOpS

5. Recuperagdo da matriz S a partir do vetor 6 gerado pelo RLS-QR ¢é dado por:
[(n4ne)% — (n 4 n)]oph” = (n+ne)? — (n+ne) flops.

RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR

Etapa de Avaliacdo de Politica

Por fim, € investigado o custo computacional de uma iteracdo k de avaliacdo de politica

realizada pelo método RLS-,-U DU”-ADHDP-DLQR. Considere os seguintes passos:

1. Construcao do vetor de funcdes de base ¢, = Zr — V211t
Segue-se 0 mesmo procedimento do algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR, o qual representa

op") — 3ny flops e op'™) — ny flops.

2. Cdlculo do erro de estimacao de Eq.(4.32):

(dot)

op") = opy ™ = 2ng — 1 flops,

op™ — optt) =1 flops.

3. Célculo do vetor e de Eq.(4.33):

op) — opﬁmdngulmv = n2 flops.

4. Célculo do vetor g de Eq.(4.34)

op(') — opg\}}magoml,v = ng flops.
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5. As operagdes necessdrias a atualizacdo dos escalares 3, d e 7, sdo obtidas a partir das
Eqs.(4.36)-(4.39).
Tem-se que para Eq.(4.36):
op®) — nglopt] = ny flops,

op™t) — ng[opgr)] = ng flops.

Para Eq.(4.37), segue:

opt) — ng[ZOpg)} = 2ny flops,

op™) = nglops”] = ny flops,

Para a Eq.(4.39), tem-se:

opl¥) — ng[opgf)] = ny flops,

6. O custo total para a atualizacdo de todos os elementos wu,,; superiores a diagonal principal
da matriz U e para atualizagdo do escalar £, ¢, ¢ dado por »_;", 2(I — 1), considerando

quem=1:1—1,com! # 1,euma vez que [ = 1 : ny cada equagio requer:
opt) — (1 — 1)[20p(')] = 2(l — 1) = n — ny flops.
De modo andlogo, tem-se que:

op™ = (1= 1)[20p57] = 2(1 — 1) = ng2 — ng flops.

7. Atualizacdo do vetor de ganho L, de Eq.(4.42)

op(') — op(?a = ny flops,

op¥) — opgf) =1 flops.

8. Atualizacdo do vetor de parametros 0y, da Eq.(4.43):
op(') — ong = ny flops,

op™ = oplt) = ny flops.

9. Custo da recuperacdo da matriz S a partir do vetor @, gerado pela fatoracio RLS-
UDUT é dado por

(nZ — ng)op”) = nZ — ny flops.
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Etapa de Melhoria de Politica

O custo computacional descrito em uma itera¢io k da etapa de melhoria de politica para

todas as abordagens propostas, segue:

opg\;]i + opg\zenen = %ni’ + (2n2n — nen) = %ng + 2n%n — nen flops.

Tendo em vista os resultados expostos acima e com o objetivo de melhor avaliar a efi-
ciéncia dos algoritmos propostos neste trabalho em termos de sua complexidade, apresenta-se
um comparativo entre o Custo Computacional dos algoritmos RLS,-ADHDP-DLQR, RLS,-
OR-ADHDP-DLQR e RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR, sendo esta apreciagio realizada apenas
para a etapa de avaliacdo de politica, por ser a Unica etapa que possui variagdes entre os algo-
ritmos.

Como o tempo e execu¢do de um algoritmo estd intimamente relacionado a fatores ine-
rentes a maquina onde este € implementado, uma maneira simples de comparar os algoritmos
propostos se concentra nas operagdes de ponto flutuante por segundo (flops) realizadas pelo
algoritmo a fim de cumprir determinado estdgio. Dessa forma, o esforco computacional dos al-
goritmos RLS,,-ADHDP-DLQR, RLS ,-QR-ADHDP-DLQR e RLS,,-U DU"-ADHDP-DLQR,
¢ analisado segundo a quantidade de flops que cada algoritmo necessita para a realizagdo das
operacdes de adi¢io, multiplicacdo e divisdo, denotados por op(*/=), op) e op{=), um resumo

dessas operagdes € apresentado a seguir.
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RLSy - ADHDP - DLQR
4 3 Bm2

/oy, mt m* sm? )
op — 1 + 5 + 1 +m+
(_)_>m6+3m5+ 4_'_11m3+197712_’_7771 9
0 — 4+ —4+m —_— =
P 4 4 4 4 2
op(+)—>m2—m—|—2
RLSu - QR - ADHDP - DLQR

2
(/) MM
op 5 +2 +
(.)_>m6+3m5+m4 3m3+2 2+3m~|_2
o —_—t 4 — m° 4+ —
P 8 "8 4 "% 4

op(+)—>m2—m+2

RLSy - UDUT- ADHDP - DLQR

4 3 2
(+/-) ,m  m  5m”
op — 1 + 1 + 1 +m
4 . 11 2
op(')—>m—+m3+ o +5m—1

2

o' = m?+1

Para fins de simplificagdo, adota-se m = n+n,, comny = 1/2(n+n.)(n+n.+1), onde
n corresponde ao numero de estados e n, o nimero de acdes de controle. O passo de melhoria
de politica apresenta 0 mesmo custo para todos os algoritmos, o qual foi descrito anteriormente,
e determinado como %nz’ + 2n%n — n.n flops. Substituindo o valor de n por 4 € n, por 1 para
um sistema de quarta ordem com uma entrada de controle, o nimero de flops necessarios a
execucdo de cada algoritmo € contabilizado, e o resultado € descrito na Tabela 5.3.

A andlise dos dados obtidos corrobora a afirmacdo de que o algoritmo RLS,,-UDU? -
ADHDP-DLQR necessita de um nimero menor de flops para sua execucdo. Isso pode ser
explicado pelo uso direto de matrizes esparsas (triangular e diagonal) no nicleo de operacdes
do algoritmo. Tais matrizes apresentam uma quantidade significativa de elementos cujos valores
sdo iguais a zero, o que é tomado como vantagem, ja que o algoritmo deixa de realizar essas
multiplicacdes por zero, impactando positivamente no custo computacional do algoritmo.

Os resultados referentes ao tempo de execucdo sdo apresentados na Tabela 5.4, onde
os algoritmos sdo implementados em M-cédigo, usando MATLAB® 2.8 (64 Bits) em um mi-
crocomputador com processador 4-core e frequéncia de 2.1 GHz, 4 GB de memoéria RAM, e

performance computacional de 67.2 Gigaflop/s.
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Tabela 5.3: Resultado da avaliacdo de custo computacional

Algoritmo flops
RLS,,-ADHDP-DLQR 7632
RLS,,-OR-ADHDP-DLQR | 3329
RLS,-UDU"-ADHDP-DLQR | 849

Tabela 5.4: Tempo de execucao das operacdes/algoritmos

Algoritmo Tempo em ns
op+/-) 0.014
opt) 0.0784
op) 0.084
RLS,-ADHDP-DLQR 106.848
RLS,-QR-ADHDP-DLQR 46.606
RLS,,-UDUT-ADHDP-DLQR 11.886

E possivel concluir através dos dados obtidos que os algoritmos RLS 4~ QR-ADHDP-
DLQR e RLS,-UDU*-ADHDP-DLQR, proposto nesse trabalho, realizam significativamente
menor esfor¢o computacional, que o algoritmo padrdo RLS,-ADHDP-DLQR. Nos passos que
compdem a rede critica adaptativa a estimacdo RLS,-QR apresenta redugdo de custo com-
putacional de 54.73% sendo 2.3 vezes mais rdpido que a estimacdo padrdo, e a abordagem
RLS,-UDU™ apresenta um custo 88.9% menor e 9 vezes mais rdpido que o apresentado pelo
algoritmo sem decomposi¢ao.

Isto € explicado pela falta de operagdes matriciais (Inversdao, Multiplicacdo) de grande
ordem em algoritmos com transformacdes ortogonais. Assim, pode-se concluir a partir dos re-
sultados apresentados que os algoritmos RLS,,-QR-ADHDP-DLQR e RLS,,-U DU”-ADHDP-
DLQR, t€m custo computacional inferior ao custo do algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR.

5.3 Estabilidade Numérica

Em abordagens convencionais, cuja estima¢ao dos parametros ocorre via algoritmos
RLS, a degradacido de exatidao numérica € um problema nativo ao método e que estd associado
geralmente ao mal condicionamento da matriz de covariancia I'y, (POTTER, 1963). Tal com-

portamento instdvel do RLS € resultante de imprecisdes numéricas devido ao uso de ambientes
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de precisdo finita, e pode acarretar na perda de positividade da matriz Iy, esse fendmeno ¢ defi-
nido como “instabilidade numérica”. Afim de solucionar tal problema diferentes procedimentos
sdo sugeridos para melhorar a exatiddo numérica e preservar a positividade da matriz de covari-
ancia do RLS. Em Bierman (1977) sdo discutidas maneiras de se implementar algoritmos RLS
em ambientes de precisdo finita para a melhoria de propriedades numéricas. Formas distintas
de andlise foram desenvolvidas em diversos trabalhos para explicar a origem e a propagacao
do fendmeno da instabilidade numérica, (LIAVAS; REGALIA, 1999; LJIUNG; LJUNG, 1985;
SLOCK, 1992; VERHAEGEN, 1989).

Um método alternativo para solucionar problemas de convergéncia e instabilidade nu-
mérica inerentes a abordagem RLS envolve a reduciao da matriz de covariancia a forma de fato-
ragio UDUT. Em (GOLUB; LOAN, 2012; REGO; NETO; FERREIRA, 2013; WILKINSON,
1968) constata-se que o uso da fatoracdo U DU” garante propriedades numéricas desejaveis.
Como proposto, esse trabalho faz uso da decomposi¢io QR, assim como da fatoragio U DU,
com o objetivo de superar os problemas resultantes da abordagem padriao do RLS.

O problema da convergéncia e instabilidade numérica para a estimacdo RLS € abordado
nesta se¢do em termos das avaliagdes do nimero de condi¢do da matriz de covaridncia I' () da

estimativa RLS ¢ do fator Cholesky da matriz ® ., assim como do pardmetro de positividade.

5.3.1 O Ntmero de Condicao

O ntimero de condi¢@o da matriz de covariancia [';, é definido pela relagdo entre o maior

Omaz € O MENOT 0,,;, valores singulares de I';, que é dado por

Omax (]-_‘k:>

cond(T'y) = o (Th)

(5.1)

Os métodos aqui propostos, buscam superar o problema de instabilidade numérica para
o algoritmo RLS ,-ADHDP-DLQR usando transformagdes unitdrias numericamente estaveis a
cada iteragdo do algoritmo RLS. De modo singular, a matriz I' ) € propagada numa forma de

raiz quadrada usando a fatoracao de Cholesky
T, =/°T07"? (5.2)

1/2 . . . . . H/2 , . .
em que I' k/ ¢ uma matriz triangular inferior, e I';; /? ¢ sua transposta Hermitiana. Métodos de

fatoracio UDU? sdo do tipo raiz quadrada no sentido que os fatores raiz quadrada sdo propa-
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gados, ao invés da propria matriz ['y. Essa mudanca torna as matrizes melhores condicionadas
como pode ser visto em (BIERMAN, 1977; REGO; NETO; FERREIRA, 2013).

Deve-se ressaltar que o produto matricial I‘,i/ QI‘f/ ? ndo assume a condi¢do de semi-
definido positivo ou indefinido, uma vez que o produto de qualquer matriz quadrada por sua
transposta Hermitiana é sempre definida positiva. Assim, mesmo sob a presenca de erros de
arredondamento, o condicionamento numérico do fator Cholesky I‘(llg apresenta-se, de modo
geral, em melhor estado do que a da prépria matriz de covariancia I'

Uma relacdo entre os nimeros de condi¢do da matriz de covariancia ['; com a do seu

fator Cholesky F,lg/ ? ¢ dada da seguinte maneira:

cond(T'y) = cond(I‘,lcﬂI‘f/z)

= Jeond(T'}/*)]2. (5.3)

A partir da relacdo (5.3), observa-se que a diferenga entre os nimeros de condi¢ao das
matrizes F,lc/ ? e T'), torna-se significativa 2 medida que cond(T',) aumenta. Tal resultado acar-
reta em uma melhor robustez numérica dos métodos raiz quadrada. Em (GOLUB; LOAN,
1996; WILKINSON, 1968) mais detalhes podem ser vistos sobre estabilidade computacional e

exatidao numérica para os métodos propostos.

5.3.2 Parametro de positividade

A estabilidade numérica do algoritmo RLS,,-ADHDP-DLQR também pode ser avaliada

mediante andlise do parametro de positividade p. O qual é definido como
pr =1 — L ¢y (5.4)

O uso da defini¢cdo do vetor de ganho L; dado pela Eq.(2.44), assim como o fato de I'y,

ser simétrica, isto é I'l = Ty, ap6s simplificacdes a Eq.(5.4) pode ser reescrita como

. %
[ ¢£I‘kz—1¢k

Pk (5.5)

Observando que a forma simétrica na Eq.(5.5) possui uma valor real ndo-negativo, tem-
se 0 < p < 1. Portanto, uma condi¢do necessaria para que a matriz I'; seja definida positiva é

dada por 0 < p < 1. A ocorréncia de um valor fora desta faixa indica que a matriz I';, perdeu a
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propriedade definida positiva.
Em (ROMANO, 1995) o parametro de positividade p;. € interpretado como uma razao
entre os erros a priori € a posteriori associados a estimagdo dos pardmetros de 6. Sendo utili-

zado como forma de prever a ocorréncia de divergéncias causadas por erros de quantizacao.

5.4 Tempo de Convergéncia

A preocupagdo com o tempo tornou-se um dos paradigmas dominantes na sociedade
da informacdo, visto que um ndmero crescente de aplicacdes de importancia para a sociedade
atual, cuja rapidez nas decisdes nas comunicagdes e nas atividades em geral sao indispensavel,
apresentam abordagens baseadas em restrigdes temporais. Alguns exemplos dessas aplicacdes
se encontram no controle de plantas industriais, de trafego aéreo ou ferrovidrio, nas telecomu-
nicacdes, na eletronica embarcada em carros e avides, na robética, em sistemas de multimidia,
dentre outras.

Essas aplicagdes, que apresentam a caracteristica adicional de estarem sujeitas a restri-
¢cOes temporais, sdo agrupadas no que € normalmente identificado como Sistemas de Tempo
Real, ou seja, um sistema computacional que deve reagir a estimulos oriundos do seu ambiente
em prazos especificos (BUTTAZZO, 2011). Dessa forma tais aplicacOes exigem uma demanda
de algoritmos de suporte computacional e de metodologias para sua implementagdo que garan-
tam requisitos sob restricdes temporais, que sdo verdadeiros desafios aos projetistas desse tipo
de sistemas.

Como a nocao de tempo em sistemas computacionais € dificil de ser expressa, o enfoque
adotado neste trabalho corresponde ao Tempo de Convergéncia de um algoritmo, sendo esse o
tempo decorrido necessario para um algoritmo encontrar uma solugdo aceitavel, onde o erro de
regime tem valor menor que o erro de projeto.

Sendo o tempo de convergéncia diretamente relacionado a capacidade computacional da
maquina que estd executando esse algoritmo, em casos que nio se pode controlar essa veloci-
dade de processamento esse parametro deve ser medido por iteracdes necessarias para encontrar
a solucdo. Assim, quanto menos iteracdes o algoritmo precisar para encontrar a solu¢cdo, menor
serd seu tempo de convergéncia e mais rapido serd sua resposta para o sistema.

A rapidez nos célculos visa melhorar o desempenho de um sistema computacional, mi-
nimizando o tempo médio de resposta para um conjunto de tarefas, enquanto que o objetivo de

um célculo em tempo real é o atendimento dos requisitos temporais das atividades de processa-
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mento caracterizadas nesse sistema (STANKOVIC, 1988).

Um conjunto de fatores ligados a arquitetura de hardware, ao sistema operacional e
as linguagens de programacdo sdo também importantes. Ou seja, os tempos gastos, no pior
caso, na execucao de cédigos da aplicagcdo (tempo de computacdo) e em fungdes de suportes
devem ser perfeitamente conhecidos ou determinados previamente. Esses tempos limites sdao
necessarios nas andlises e verificagdes do comportamento temporal do sistema de tempo real.

A previsibilidade € o requisito necessario que deve ser introduzido em paradigmas de
computacao cldssica para se poder atender aplicagdes de tempo real, em particular quando estas
apresentam requisitos temporais. Para um sistema de tempo real ser considerado previsivel no
dominio temporal, independente de possiveis variagdes, o comportamento do sistema deve ser
antecipado antes de sua execucdo. Ou seja, o sistema € previsivel quando podemos antecipar
que todos os prazos estabelecidos a partir das interagcdes com o ambiente serdo atendidos, s6

assim pode-se, entdo, almejar realizar controle em tempo real.

5.5 Consideracoes Finais

Neste Capitulo foram apresentados conceitos de complexidade computacional com en-
foque no estudo dos pardmetros de avaliagdo: Custo Computacional, Estabilidade Numérica e
Tempo de Convergéncia, que servem de métricas para a andlise dos algoritmos apresentados no
Capitulo 4, com o intuito de que os algoritmos propostos detenham caracteristicas necessarias a
sua aplicacdo em sistemas de tempo real, sendo esses sistemas microprocessados como: FPGA’s
(Field Programmable Gate Array), DSP’s (Digital Signal Processor) e PSoC’s (Programmable
System-on-Chip).






6

EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

6.1 Introducao

Os procedimentos para avaliar o desempenho dos algoritmos RLS ,-ADHDP-DLQR,
RLS,-OR-ADHDP-DLQR e RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR para o projeto online de contro-
ladores 6timos via ADHDP foram estabelecidos levando em consideragdo a inicializagao do
processo iterativo, bem como a politica de referéncia, que é estabelecida via solugdo offline
da equacdo HIB-Riccati pelo método de Schur. As avaliagdes verificam o comportamento da
convergéncia dos estimadores RLS,,-ADHDP, tendo como referéncia a complexidade compu-
tacional e a estabilidade numérica dos estimadores acima mencionados.

Assim, os testes computacionais foram realizados via MATLAB® para os algoritmos
propostos nesse estudo e, em seguida, foram realizadas comparacdes para avaliar a exatidao
das solugdes fornecidas por esses algoritmos. As politicas de referéncia para avaliar a exati-
dao das solu¢des aproximadas dos controladores (politicas de decisdes) sdo estabelecidas pelo
método de Schur, que fornece os valores verdadeiros dos parametros associados a solucdo da
equacdo HIB-Riccati, (LAUB, 1979). Tais valores sdo usados para mostrar que a solu¢do apro-
ximada da equacdo HIB-Riccati possui a habilidade ndo somente para alcangar uma soluc@o
suficientemente proxima da solucio exata, mas também alcangar a solugdo exata da equacao
HIB-Riccati.

Com o intuito de garantir que o desempenho dos algoritmos RLS,-ADHDP-DLQR,
RLS,-OR-ADHDP-DLQR e RLS,,-U DU*-ADHDP-DLQR sejam comparados de forma plau-
sivel no que diz respeito a variacdes no valor do fator de esquecimento, os outros parametros
foram mantidos constantes e iguais para todos os algoritmos. Por exemplo, para os valores

iniciais das matrizes de correlagdo e de correlacdo inversa (covariancia), uma equivaléncia é

93
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mantida de acordo com a seguinte relagao
T, ~®,/”

Os algoritmos tém uma condi¢do de revitalizacdo de estado devido aos problemas de
estado nulo que levam a uma matriz de regressores com rank nulo. Neste caso, a revitalizagao
€ aplicada periodicamente apds cada intervalo n,.,;:, que é dada pela dimensdo do vetor de
regressdo ¢, que muda de acordo com a ordem do sistema.

Os experimentos de simulacdo sdao apresentados para dois sistemas dindmicos multi-
varidveis, um SIMO e outro MIMO, que avaliam a funcionalidade dos estimadores RLS ba-
seados em decomposi¢des QR e UDUT da funcgdo valor de agiio para o projeto online do
sistema de controle DLQR via ADHDP, e verificam a estabilidade e convergéncia dos algorit-
mos RLS,,-ADHDP-DLQR, RLS ,-QR-ADHDP-DLQR e RLS,,-U DU"-ADHDP-DLQR. No
primeiro sistema dinamico os resultados foram explorados em um sistema de quarta ordem para
o projeto de estabilizacdo de um péndulo invertido montado sobre uma base mével (carrinho)
(CHEN, 1995; PRASAD; GUPTA; TYAGI, 2014). Por fim, um modelo de sexta ordem para o
controle de um Helicoptero 3-DOF Quanser (helicdptero com trés graus de liberdade) (LOPES,

2007) € apresentado.

6.2 Modelo do Péndulo Invertido sobre Base Movel

O sistema do péndulo invertido montado sobre uma base mdvel (carrinho) tem sua
configuracdo apresentada na Fig.6.1. O sistema consiste de um carrinho de massa M que se
movimenta sobre uma superficie horizontal no eixo z, com uma esfera de massa m na extremi-
dade de uma haste rigida, de massa desprezivel e comprimento [. O carrinho e a esfera foram
tratados como massas pontuais, com o piv0 no centro do carrinho. Sdo desconsiderados o atrito
e a resisténcia do ar. Apresenta-se como entrada uma forca horizontal v aplicada a base mével.
Os outros sinais apresentados sdo o angulo 6 e a posi¢do da esfera y = x + [ sin 6.

As Leis de Newton para o movimento, mais especificamente a segunda Lei de Newton,
descrevem as for¢cas que agem sobre a base mével assim como fornece o equilibrio de forgas
inerentes ao movimento rotacional do péndulo. Considera-se o diagrama de corpo livre mos-

trado na Fig.6.1, e assume-se que as coordenadas do centro de gravidade do péndulo, (24, yg),
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Figura 6.1: Diagrama esquematico de um Sistema de Péndulo Invertido de 4* Ordem.
y
4

<« X —————plsinfl«—

U—»

sdo dadas por
rg=x+1sinf e yg = 1lcosb, (6.1)

sendo [ o comprimento do péndulo até seu centro de gravidade e = a coordenada da posi¢do do
carrinho.
Pelo movimento horizontal do carro, a segunda Lei de Newton do movimento, descreve

as forgas que agem sobre o carro, como

2 2
ZF:Md—x+md oy (6.2)

Para a segunda equacido do movimento considera-se todas as forcas agindo sob a massa
do péndulo, o emprego da segunda lei de Newton nos fornece o equilibrio de for¢as no caso do

movimento rotacional do péndulo
ng = mlF, cos0 — mlF,sin@. (6.3)

O comportamento do sistema € descrito pelo seguinte conjunto de equagdes diferenciais

nao-lineares

(M + m)@ +mi(f cosf — 62 sin ) = u, (6.4)
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m(Z cos  + 16) = mgsin 6. (6.5)

Estas podem ser linearizadas em torno do ponto de equilibrio (z, ) = (0, 0)

(M +m)@ +mlf = (6.6)

i+ 10— gb = (6.7)

u?
1
—

Com o estado definido como = = [0 0 x @7, segue que: &1 = 0, @y =0, i3 = ey =
2. Dessa forma, x; e x3 sdo varidveis de estado que representam as posi¢des angular e linear, e
as varidveis x5 e x4 sdo as velocidades, angular e linear, respectivamente.

A descri¢ao em espago de estados correspondente ao modelo das Egs.(6.6) e (6.7) é dado

por:
= Ax + Bu, k> ko, (6.8)

sendo A a matriz de estado,

o O

(M +m)g
) (6.9)

o o o o
—_

a ponderag@o B do vetor de entrada e a matriz de saida C' sdo dadas, respectivamente, por

0
1 1000
B=| Ml | ¢eCc= . (6.10)
0 0010
1
. M

As matrizes do sistema dindmico para os valores dos pardmetros M = 2 kg, m = 0.1 kg,
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[ =0.5m; g =9.81 m/s* sdo dadas por

0 100 0
20,601 0 0 0 1

A= ,eDB, = 6.11)
0 00 1 0
—0,4905 0 0 0 0.5

Ja as matrizes do sistema discretizado para o intervalo de amostragem 7;,,,s: = 0.01s
sdo obtidas pelo método de discretizacido do segurador de ordem zero - ZOH (do inglés Zero-

order hold).

Condicoes Iniciais e Sefup da Simulacao

Para a implementagio dos algoritmos RLS,,-ADHDP-DLQR, RLS ,-QR-ADHDP-DLQR
e RLS,-UDUT-ADHDP-DLQR as condi¢des iniciais adotadas foram: uma politica inicial Ky
admissivel, fator de desconto v = 1, estado do sistema xy = [—0.13 0.13 0.005 O.OI]T € matri-
zes quadrdticas da fungdo de custo respectivamente dadas por Q = [102000;0100;0010;000 1]
e R = 1. Os parametros que inicializam o estimador RLS proposto sd@o dados pelo vetor
0, =103(100001000100101]" e matriz g = 1031515, sendo I uma matriz identidade
de ordem ny.

Para as simulagdes realizadas, a influéncia do fator de esquecimento p pode ser verifi-
cada no processo de convergéncia e na estabilidade numérica dos estimadores RLS,,-ADHDP-
DLQR, RLS,-OR-ADHDP-DLQR e RLS,,-UDU”-ADHDP-DLQR para as solugdes aproxi-
madas da equacao HJB-Riccati com diferentes valores de . Dentre os diversos fatores testados,
escolheu-se considerar os valores 0.634, 0.739, 0.824, 0.878 e 0.934 de p para a fase de simu-

lacdes e discussdes.

6.2.1 Simulacdo com p = 0.634
RLS,-ADHDP-DLQR

A evolucdo do processo iterativo para a solucao da equacao HIB-Riccati € ilustrada na
Fig.6.2 para um ciclo de 3000 iteragdes, com fator de esquecimento 1 = (0.634, para o al-
goritmo RLS ,-ADHDP-DLQR. As curvas (a)-(d) da Fig.6.2 representam o comportamento de

convergéncia dos elementos s11, Si3, So2 € S34 da matriz S correspondentes respectivamente aos
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componentes ¢, 63, 0 e 011 do vetor de parAmetros . Percebe-se claramente que os elemen-
tos ndo convergem para o valor de referéncia, apresentando constantes oscilacdes dos valores
estimados. Tal comportamento deve-se a uma maior sensibilidade aos efeitos de perturbagdo
causados por problemas de estabilidade numérica.

Figura 6.2: Evolugdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y = 0.634 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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A Fig.6.3 mostra o nimero de condi¢do da matriz de covariancia I'y, e o parametro de
positividade p do processo RLS ,-ADHDP-DLQR para a estimag¢do em questdo. Observa-se que
os valores de p ndo se encontram dentro da faixa de referéncia, 0 < p < 1, apresentando suas
primeiras oscilagdes fora de faixa por volta da iteracdo 200 a 250, mesmo instante de tempo em
que o numero de condi¢do da matriz I';, apresenta um pico considerdvel em seus valores. Essas
duas condig¢des corroboram os problemas de convergéncia sofridos pelos elementos s;; da ma-

triz S, indicando por sua vez a perda de caracteristicas de estabilidade numérica da estimacéo.

RLS,,-OR-ADHDP-DLQR

Na Fig.6.4 apresenta-se a evolugao do processo iterativo da solu¢do da equagdo HJB-
Riccati para um ciclo de 3000 iteragdes com fator de esquecimento de ;¢ = 0.634 via algoritmo
RLS,,-OR-ADHDP-DLQR. As curvas (a)-(d) da Fig.6.4 representam o comportamento de con-
vergéncia dos elementos sq1, So2, S33 € S44 da matriz S correspondentes respectivamente aos

pardmetros 6, 0g, 019 € 613 do vetor de parimetros 8. Observa-se que o sistema entra em
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Figura 6.3: Nudmero de condi¢do da matriz de covariancia I'y, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento ;. = 0.634 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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fase de acomodacao por volta da iteragdao 400, de modo a ndo apresentar perturbacdes quando
comparado ao valor de referéncia (solu¢do Schur) e a solucio aproximada dada pelo algoritmo

padrdo.

Figura 6.4: Evolugdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento p = 0.634 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Na Fig.6.5, apresentam-se o nimero de condicao do fator Cholesky e o parametro de



6. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS 100

positividade p para o processo de estimacdo da solu¢do da equacdao HIB-Riccati. Percebe-se
pelos dados apresentados que o parametro de positividade p encontra-se dentro da faixa de
valores esperados e que o numero de condi¢do do fator Cholesky exibe um comportamento
sem mudangcas abruptas e com amplitude em uma faixa de ocorréncia de 2.25 x 10°, valor

significativamente menor em relagio aos apresentados pela estimagio RLS,,-ADHDP-DLQR.

Figura 6.5: Numero de condi¢do do fator Cholesky 1",16/ Ze parametro de positividade p, com um fator de esqueci-
mento ; = 0.634 - RLS ,-OR-ADHDP-DLQR.
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RLS,-UDU"-ADHDP-DLQR

Os resultados dos experimentos para o algoritmo RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR sdo
apresentados também para um ciclo de 3000 iteragdes, como mostrado na Fig.6.6. Para o fator
de esquecimento ;. = 0.634, observa-se que o sistema entra em fase de acomodacgao logo apds
a iteracdo 400, com um comportamento muito similar ao apresentado pelos resultados obtidos
para a estimag¢do RLS,-QR-ADHDP-DLQR, de modo a ndo apresentar perturba¢des quando
comparados ao valor de referéncia (solugdo Schur).

A Fig.6.7 apresenta o nimero de condicdo do fator Cholesky e o parametro de positi-
vidade para o processo de estimag@o da solugdo da equagdo HIB-Riccati via algoritmo RLS -
UDUT-ADHDP-DLQR. Observa-se que o niimero de condi¢do do fator Cholesky exibe um
comportamento com amplitudes maiores em relacdo as apresentadas pelas estimagdes RLS ;-

QR-ADHDP-DLQR, mas consideravelmente mais baixas do que as evidenciadas pelo algo-
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Figura 6.6: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 itera¢des, com um fator de
esquecimento ;= 0.634 - RLS ,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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ritmo padrio.

Figura 6.7: Nimero de condicdo do fator Cholesky I‘,i/ >e parimetro de positividade p, com um fator de esqueci-
mento p = 0.634 - RLS,,-UDU*-ADHDP-DLQR.
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A partir da Fig.6.7 percebe-se também que o parametro de positividade para o algo-
ritmo RLS,-U DUT-ADHDP-DLQR apresenta um comportamento fora da faixa de referéncia,

0 < p < 1, indicando a perda de positividade do fator Cholesky I‘,i/ ?. Mas mesmo sob tal
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condicdo os pardmetros estimados da matriz S ndo apresentam perturbacdes. Em hipétese, isso
pode ser explicado, pelo fato de que os erros das estimativas tendem a se anular, a norma do
vetor L;, pode assumir uma gama muita ampla de valores sem que ocorram grandes alteracdes
nas componentes do pardmetro 6. Isto faz com que o produto L&, permaneca em limites
relativamente aceitaveis, mantendo os estimadores indefinidamente estaveis.

Analisando os resultados para o fator de esquecimento 1 = 0.634, percebe-se que so-
mente os algoritmos RLS,,-QR-ADHDP-DLQR e RLS ,-U DU”-ADHDP-DLQR alcangaram
a convergéncia, ambos em torno da iteragdo 400, de forma suave, ja o algoritmo padrdo RLS,-
ADHDP-DLQR mostrou-se completamente instdvel, comportamento causado pela falta de es-
tabilidade numérica. A perda de estabilidade numérica também ocorre para a estimagdo RLS -
UDUT-ADHDP-DLQR, mas tal fato nio impede a convergéncia dos pardmetros do vetor 6,

por razdes discutidas anteriormente.

6.2.2 Simulacdo com p = 0.739
RLS,,-ADHDP-DLQR

O processo iterativo para a solucdo da equacdo HIB-Riccati tem sua evolugdo ilustrada
na Fig.6.8 para um ciclo de 3000 iteracdes, com fator de esquecimento p = 0.739, para o
algoritmo RLS,,-ADHDP-DLQR. As curvas (a)-(d) da Fig.6.8 representam o comportamento de
convergéncia dos elementos sq1, S13, Soo € S34 da matriz S correspondentes respectivamente aos
parametros ,, 05, ¢ e 611 do vetor de parametros 6. Percebe-se que os parametros estimados
tendem a seguir o valor de referéncia um pouco apds a iteracdao 1500, comportamento que nao é
mantido, uma vez que os elementos passam a apresentar oscilagdes leves ap0s a iteracdao 2000 e
grandes picos oscilatdrios logo apds a iteracao 2500. Tal comportamento deve-se a uma maior
sensibilidade aos efeitos de perturbagao causados por problemas de estabilidade numérica.

O namero de condi¢do da matriz de covariincia I'y, e o parametro de positividade p
do processo RLS,-ADHDP-DLQR para a estimacdo desejada sdo apresentados na Fig.6.9.
Observa-se que os valores de p ndo se encontram dentro da faixa de referéncia, 0 < p < 1,
0 que sugere, € em muitos casos antecede irregularidades na estimacao dos elementos do ve-
tor 8, que € o caso desta simulacdo. O nimero de condi¢do da matriz I';, mostrado apresenta

comportamento altamente irregular em seus valores.
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Figura 6.8: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 itera¢des, com um fator de
esquecimento i = 0.739 - RLS ,,-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.9: Nudmero de condi¢do da matriz de covariancia I'y, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento i = 0.739 - RLS ,-ADHDP-DLQR.
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RLS,-QR-ADHDP-DLQR

As curvas (a)-(d) da Fig.6.10 representam o comportamento de convergéncia dos ele-
mentos Sq1, S92, S33 € S44 da matriz S correspondentes respectivamente aos parametros 61, g, 61

e 613 do vetor de pardmetros @ para a evolugdo do processo iterativo da solucdo da equagdo
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HIB- Riccati com um ciclo de 3000 iteragdes, e com fator de esquecimento de 1 = 0.739 via
estimacdo RLS,,-QR-ADHDP-DLQR. Observa-se que o sistema entra em fase de acomodagao
de maneira suave por volta da iteragdo 2250, de modo a ndo apresentar perturbacdes quando
comparados ao valor de referéncia (solu¢do Schur) e da solu¢do aproximada dada pelo algo-

ritmo padrao.

Figura 6.10: Evolugéo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento p = 0.739 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Na Fig.6.11 sdo apresentados o nimero de condi¢do do fator Cholesky I‘,1€/ “eo pa-
rametro de positividade p para o processo de estimacdo da solucdo da equacdo HIB-Riccati
via RLS,,-QR-ADHDP-DLQR. Observa-se que tanto o niimero de condi¢do do fator Cholesky
como o fator de positividade exibem um comportamento sem mudangas abruptas, estando am-
bos em faixas estritas de ocorréncia. Para I‘,lf/ ? esses valores estdo estimados na vizinhanca

de 1.8 x 106, valores significativamente menores em relacdo aos apresentados pela estimacdo

RLS,,-ADHDP-DLQR padrao, e para p uma faixade 0 < p < 1.

RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR

Os resultados dos experimentos para o algoritmo RLS,-UDU’-ADHDP-DLQR sdo
apresentados para um ciclo de 3000 iteragdes, como mostrado na Fig.6.12. Para o fator de
esquecimento ;1 = 0.739, percebe-se um comportamento de convergéncia dos elementos do

vetor 6 estritamente semelhante aos apresentados pela estimacdo RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.11: Nimero de condicdo do fator Cholesky 1",16/ ’e pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento u = 0.739 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.12: Evolug¢do do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento p = 0.739 - RLS,,-UDU”-ADHDP-DLQR.
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A Fig.6.13 apresenta tanto o numero de condic¢ao do fator Cholesky quanto o pardmetro
de positividade p para o processo de estimacao da solu¢do da equagdao HIB-Riccati via algoritmo
RLS,-UDUT-ADHDP-DLQR. Observa-se que o nimero de condigio do fator Cholesky exibe
um comportamento com amplitudes menores em relacdo as apresentadas pela estimagdo RLS ;-

ADHDP-DLQR, mas com tendéncia crescente o que pode ou ndo deixar de ocorrer para o
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aumento no ndmero de iteracdes da estimacdo. O parametro de positividade encontra-se bem

comportado para a simulacdo realizada.

Figura 6.13: Nimero de condi¢do do fator Cholesky 1",1/ Ze pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento y = 0.739 - RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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Os resultados obtidos para o fator de esquecimento p = 0.739, nos mostram que so-
mente os algoritmos RLS,,-QR-ADHDP-DLQR e RLS ,-U DU”-ADHDP-DLQR alcangaram
a convergéncia, ambos por volta da iteracdo 2500, de modo suave, em situagdo contrdria ao
algoritmo padrdo RLS,-ADHDP-DLQR que mostrou-se instdvel, comportamento causado pela

perda de estabilidade numérica do método.

6.2.3 Simulacdo com p = 0.824
RLS,-ADHDP-DLQR

A implementagdo do algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR tem a evolu¢do de seu processo
iterativo para a solu¢do da equagdo HIB-Riccati mostrada na Fig.6.14 para um ciclo de 3000
iteragdes, com fator de esquecimento p = 0.824. As curvas (a)-(d) da Fig.6.14 representam o
comportamento de convergéncia dos elementos s11, S13, So2 € s34 da matriz S correspondentes
respectivamente aos parametros 61, 03, g e 617 do vetor de pardmetros 6. Nota-se que logo
apds os parametros de S alcancarem a fase de acomodagdo (por volta da iteracdo 1000) de-

sajustes significativos ocorrem em seus valores entre as iteragdes 1200 e 2500. Esse periodo,
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apos a estabilizagdo, caracteriza uma fase critica para a estabilidade numérica do algoritmo, ja
que neste momento o estimador apresenta uma maior sensibilidade aos efeitos de perturbacao

causados por problemas numéricos.

Figura 6.14: Evolu¢do do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento p = 0.824 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Esse fenomeno pode ser explicado pela observagao da Fig.6.15, o niimero de condicao
da matriz de covariancia I';, do estimador RLS,,-ADHDP padrao apresenta mudangas abruptas
em seu valor (a presenca de picos que podem levar a situacdes de ndo convergéncia), principal-
mente em torno das iteragdes 1200 e 1500, que se reflete nos valores dos pardmetros que em
um primeiro momento sofrem perda de estabilidade entre as iteracdes 1200 e 1500.

Observa-se também que um pouco antes da iteracdo 1500, o parametro de positividade
tende a assumir valores dentro do intervalo de validade, para o periodo de tempo ajustado,
a medida em que o estimador tende a recuperar o regime permanente. No entanto pequenos
desajustes neste parametro logo apds a iteracao 2100, podem sugerir a ocorréncia de perda de

estabilidade dos componentes de S.

RLS,,-OQR-ADHDP-DLQR

Na Fig.6.16, apresenta-se a evolucdo do processo iterativo da solu¢do da equagao HIB-
Riccati para um ciclo de 3000 iteragdes com fator de esquecimento de ;o = 0.824. As curvas

(a)-(d) da Fig. 6.16 representam o comportamento de convergéncia dos elementos Sq1, S22, S33
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Figura 6.15: Numero de condi¢do da matriz de covariancia I';, e pardmetro de positividade p, com um fator de

esquecimento i = 0.824 - RLS ,,-ADHDP-DLQR.
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e s44 da matriz S correspondentes respectivamente aos parametros 6, 6, 619 e 613 do vetor

de parametros 0. Observa-se que o sistema entra em fase de acomodagao por volta da itera-

¢do 1300, de modo a ndo apresentar perturbacdes quando comparados ao valor de referéncia

(solug@o Schur) e a solugd@o aproximada dada pelo algoritmo padrio.

Figura 6.16: Evolugio do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento p = 0.824 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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A Fig.6.17 apresenta o nimero de condic¢io do fator Cholesky I‘,lc/ >eo0 parametro de
positividade p para o processo de estimagdo da solugdo da equagdo HIB-Riccati via RLS ,-OR-
ADHDP-DLQR. Observa-se que o nimero de condicao do fator Cholesky exibe um compor-
tamento sem mudangas abruptas e com amplitudes significativamente menores em relacdo as
apresentadas pela estimacido RLS,-ADHDP-DLQR padrdo, assim como, o parimetro de posi-

tividade encontra-se dentro de faixa de referéncia.

Figura 6.17: Ndmero de condicao do fator Cholesky I‘}/ Ze parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento y = 0.824 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR

De maneira andloga os resultados dos experimentos para o algoritmo RLS,-UDU? -
ADHDP-DLQR sao apresentados para um ciclo de 3000 iteragdes, como mostrado na Fig.
6.18. Para o fator de esquecimento ;1 = 0.824, observa-se também que o sistema entra em
fase de acomodacao logo apds a iteragdo 1300, de modo a ndo apresentar perturbacdes quando
comparados ao valor de referéncia (solu¢cdo Schur).

A Fig. 6.19 apresenta o nimero de condi¢do do fator Cholesky e o parametro de posi-
tividade para o processo de estimagdo da solu¢do da equagdo HIB-Riccati via RLS,-UDU”-
ADHDP-DLQR. Observa-se que o parametro de positividade encontra-se dentro do intervalo
0 < p < 1 e que o nimero de condi¢do do fator Cholesky exibe um comportamento sem mu-

dancas abruptas, mas ligeiramente elevado quando comparado ao apresentado pela estimacgdo
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Figura 6.18: Evolugéo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 3000 iteragdes, com um fator de
esquecimento = 0.824 - RLS ,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.19: Nimero de condicdo do fator Cholesky I‘,lv/ e pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de y« = 0.824 - RLS,,-UDU”-ADHDP-DLQR.
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Comparando os resultados apresentados pelas estimag¢des em questdo, para o fator de

esquecimento ;1 = 0.824, percebe-se que todos os algoritmos apresentam uma resposta mo-

derada para tal fator, tendo a estima¢do RLS,-QR-ADHDP-DLQR um comportamento li-
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geiramente melhor que RLS,,-UDU*-ADHDP-DLQR e superior ao algoritmo padrdo RLS,,-
ADHDP-DLQR. J4 o nimero de condi¢c@o do fator Cholesky F,lc/ 2 apresenta significativa me-

lhora em relacdo a matriz de covariancia [';, adotada no algoritmo padrio.

6.2.4 Simulacdo com p = 0.878
RLS,,-ADHDP-DLQR

O algoritmo RLS ,-ADHDP-DLQR tem a evolucdo de seu processo iterativo para a so-
lucdo da equacdo HIB-Riccati mostrada na Fig.6.20 para um ciclo de 5000 itera¢des, com fator
de esquecimento p = 0.878. As curvas (a)-(d) da Fig.6.20 representam o comportamento de
convergéncia dos elementos sq1, S13, S22 € s34 da matriz S correspondentes respectivamente
aos parametros ¢, 05, 65 e 611 do vetor de parametros 6. Percebe-se que logo apds os parame-
tros de .S alcancarem a fase de acomodac@o (por volta da iteracdo 1500) um grande pico ocorre
para os valores estimados, entre as iteragdes 1600 e 2000. Apds esse periodo o processo tende
a se estabilizar alcangado novamente a convergéncia por volta da iteragdo 2500. De modo a ndo

apresentar sensibilidade aos efeitos de perturbacdo causados por problemas numéricos.

Figura 6.20: Evolugdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento u de 0.878 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Anormalidades no comportamento da matriz de covariincia sdo evidenciadas logo apos
a iteracdo 1390, periodo em que o valor do pardmetro de positividade comega a apresentar

grandes oscilagdes fora de sua faixa de validade, podendo levar a erros numéricos mais altos,
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com um grande pico em torno das iteragdes 1640, como ilustrado na Fig.6.21, logo apds esse
periodo os elementos s;; da matriz S apresentam perda de estabilidade. Percebe-se que durante
o periodo que se inicia na iteracdo 2000 até a iteracdo 5000 o parametro p apresenta grande
oscilagdo em seus valores, todas ultrapassando a faixa 0 < p < 1, o que ndo afeta a retomada

da estabilizacdo dos elementos da matriz S com o valor de referéncia.

Figura 6.21: Nimero de condi¢do da matriz de covariincia I'y, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento ;. de 0.878 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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RLS,-QR-ADHDP-DLQR

Na Fig.6.22, apresenta-se a evolucdo do processo iterativo da solu¢ao da equagdao HJB-
Riccati para um ciclo de 5000 iteragdes com fator de esquecimento de ;o = 0.878. As curvas
(a)-(d) da Fig. 6.22 representam o comportamento de convergéncia dos elementos S11, S22, S33
e s44 da matriz S correspondentes respectivamente aos parametros ¢, 6g, 619 e 613 do vetor de
parametros 8. Observa-se que o sistema entra em fase de acomodacio suavemente por volta da
iteracdo 1750, de modo a nao apresentar perturbacdes quando comparados ao valor de referéncia
(solug@o Schur).

A Fig. 6.23 apresenta o nimero de condi¢do do fator Cholesky e o parametro de po-
sitividade p para o processo de estimagdo da solucdo da equacdo HIB-Riccati via RLS ,-QR-
ADHDP-DLQR. Observa-se que o nimero de condi¢do do fator Cholesky exibe um comporta-

mento sem mudancas abruptas e o fator de positividade p nao apresenta irregularidades perma-
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Figura 6.22: Evolugio do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y de 0.878 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.23: Ndmero de condicao do fator Cholesky I‘}/ Ze parametro de positividade p, com um fator de esque-

cimento y de 0.878 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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RLS,-UDUT-ADHDP-DLQR

De modo similar os resultados dos experimentos para o algoritmo RLS,,-U DU”-ADHDP-
DLQR sao apresentados para um ciclo de 5000 itera¢des, como mostrado na Fig.6.18. Os mes-
mos parametros ja descritos para as estimagdes RLS,-ADHDP-DLQR e RLS,-QR-ADHDP-
DLQR sao analisados para o fator de esquecimento ;1 = 0.878. Observa-se que o sistema entra
em fase de acomodacgdo logo apds a iteragdo 1750, apresentando graficamente um comporta-

mento estritamente similar ao resultado obtido pela estimagdo RLS ,-QR-ADHDP-DLQR .

Figura 6.24: Evolug¢do do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento 4 de 0.878 - RLS,-UDUT-ADHDP-DLQR.
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A Fig. 6.25 apresenta o niimero de condi¢@o do fator Cholesky e o parametro de positi-
vidade p para o processo de estimagdo da solugdo da equacdo HIB-Riccati via RLS,-UDU” -
ADHDP-DLQR. Observa-se que o numero de condi¢ao do fator Cholesky exibe um compor-
tamento crescente, mas de modo suave e sem mudangas abruptas, com tendéncia a entrar em
uma faixa estaciondria de valores. Tal fato pode ser evidenciado pelo aumento no nimero de
iteracOes realizadas para esse fator em mesmas condi¢des de simulacido. O parametro de positi-
vidade por sua vez encontra-se estritamente dentro da faixa de referéncia esperada.

Comparando os resultados para os elementos estimados pelos algoritmos apresentados
nas Figs.6.20, 6.22 e 6.24 para o fator de esquecimento ;. = 0.878, percebe-se que todas as abor-
dagens apresentaram uma resposta moderada no que diz respeito a convergéncia dos elementos

estimados para tal fator de esquecimento, tendo a estimagdo RLS,-QR-ADHDP-DLQR um
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Figura 6.25: Nimero de condicdo do fator Cholesky I‘i/ ’e pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.878 - RLS,,-UDU”-ADHDP-DLQR.
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comportamento ligeiramente melhor que RLS ,-U DUT-ADHDP-DLQR, e ambas um compor-
tamento superior ao algoritmo RLS,,-ADHDP-DLQR padréo.

6.2.5 Simulag¢do com p = 0.934
RLS,,-ADHDP-DLQR

A implementacio do algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR tem a evolucdo de seu processo
iterativo para a solucdo da equacdo HIB-Riccati ilustrada na Fig.6.26 para um ciclo de 5000
iteracdes, com fator de esquecimento p = 0.934. As curvas (a)-(d) da Fig.6.26 representam o
comportamento de convergéncia dos elementos s11, So2, S33 € S44 da matriz S correspondentes
respectivamente aos parametros ¢, g, 61 e 013 do vetor de parametros 6. Observa-se que o
estimador tende a alcancar o estado permanente rapidamente, por volta da iteragao 400, mas
apresenta um pico considerdvel logo apds as 750 iteracdes, descaracterizando o estado estacio-
nario.

Com relag@o ao comportamento de convergéncia do estimador RLS ,-ADHDP-DLQR
padrdo para o valor de 1 = 0.934, pode ser observado a partir da Fig.6.26 a relativa influéncia
deste fator, uma vez que causa uma tendencia a convergéncia muito rdpida nos parametros desse

estimador (em torno da iteracdo 400) que é perdida por oscilagdes nos valores da matriz S em
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Figura 6.26: Evolugio do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y de 0.934 - RLS,,-ADHDP-DLQR.

20000 - - - - - - - - - 15

15000

-——0

10000

5000 [

-5000

. . . . . . . . . B . . . . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
a) Tempo (k) b) Tempo (k)

2500 T T T T T T T T T 4000

2000 2000

1500

o 1000

-2000
500 1
ol ] -4000 -

L L L L L L L L L 6000 L L L L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

c) Tempo (k) d) Tempo (k)

Sa4

torno da iteragdo 750, sendo recuperada a fase de acomodacdo por volta das 3000 iteracoes.
Uma caracteristica anormal da matriz de covariancia ['; evidencia-se entre as iteragdes 723 e
727, mesmo antes de o regime permanente ter sido novamente estabelecido no comportamento
de .S, como pode ser visto na Fig.6.27. O periodo entre as itera¢des 500 e 750, ilustrado também
na Fig.6.27, mostra o parametro de positividade apresentando variagdes que excedem sua faixa
de referéncia, tal comportamento caracteriza em muitos casos a perda de convergéncia dos

elementos s;; da matriz S.

RLS,,-OR-ADHDP-DLQR

Na Fig.6.28, apresenta-se a evolucdo do processo iterativo da solugdo da equacdo
HIJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteracOes com fator de esquecimento de 1 = 0.934.
As curvas (a)-(d) da Fig.6.28 representam o comportamento de convergéncia dos elementos
S11, S22, S33 € S4q da matriz S correspondentes respectivamente aos pardmetros 6, g, 019 €
013 do vetor de parimetros 6. Observa-se que o sistema entra em fase de acomodacdo rapida-
mente por volta da iteragdo 400, de modo a ndo apresentar perturbacdes quando comparados ao
valor de referéncia (solugdo Schur) e a solu¢@o aproximada dada pelo algoritmo RLS,,-ADHDP-
DLQR.

Na Fig.6.29 sao apresentados o numero de condi¢@o do fator Cholesky e o parametro de

positividade para o processo de estimagdo da solu¢do da equacdo HIB-Riccati via RLS ,-QR-
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Figura 6.27: Numero de condi¢do da matriz de covariancia I';, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento de 0.934 - RLS,,-ADHDP-DLQR.

s ©10%2 Nimero de condi¢éo da matriz de covariancia I
I I I I
: =
£
£ i
\\D
£
% 4
/E ¢
"
3 oF i
c
9
o
0 | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
k amostras
ametro de positividade p
15 \ \ \
[—
10+ 1
< 5 ' -
0
5 ok Loty } | l J |A IJT JL
£ i N
o
o g 4
A0 g
15 | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
k amostras

Figura 6.28: Evolugio do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y de 0.934 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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ADHDP-DLQR. Observa-se que tanto o nimero de condicao do fator Cholesky I‘,lc/ ? como o

fator de positividade p exibem um comportamento suave sem mudangas abruptas e com ampli-

tudes significativamente menores em relacdo as apresentadas pela estima¢do RLS,-ADHDP-

DLQR.
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Figura 6.29: Nimero de condicdo do fator Cholesky 1",1/ e pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.934 - RLS,,-OR-ADHDP-DLQR.
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RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR

O processo iterativo para a solu¢do da equagdo HIB-Riccati via algoritmo RLS,-U DU -
ADHDP-DLQR ¢ apresentado na Fig.6.30, também para um ciclo de 5000 iteragdes, com fator
de esquecimento 1 = 0.934. As curvas (a)-(d) da Fig.6.30 representam o comportamento de
convergéncia dos elementos s11, S92, S33 € S4q da matriz S correspondentes respectivamente
aos parametros 01, g, 01 e 013 do vetor de parametros 8. Para a estimacdo RLS,, via fatoragio
UDUT a convergéncia dos parimetros da matriz S para o valor u = 0.934 é alcancada em
torno da iteragdo 400, assim como ocorre no algoritmo RLS,-QR-ADHDP-DLQR e de forma
andloga, os valores estimados convergem para o valor verdadeiro dado pela solucdo Schur.

Quanto ao numero de condi¢do do fator Cholesky visto na Fig.6.31, observa-se um
valor substancialmente menor para o fator Cholesky F,lg/ % do algoritmo RLS,,-UDU”-ADHDP-
DLQR em comparacdo com o nimero de condi¢do da matriz de covariancia [';, do estima-
dor RLS,,-ADHDP-DLQR, e este sendo ligeiramente maior que o apresentado pela estimacdo
RLS,,-OR-ADHDP-DLQR. Na Fig.6.31, € ilustrado o comportamento do fator de positividade
p inteiramente dentro da faixa de referéncia, sendo uma indicacdo de que o algoritmo tende a
apresentar sensibilidade menor aos distirbios causados por problemas numéricos.

Em uma maneira geral, fatores de esquecimento com p > 0.9 tendem a apresentar uma
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Figura 6.30: Evolugéio do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y de 0.934 - RLS,,-UDU T_ADHDP-DLQR.
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Figura 6.31: Nimero de condicéo do fator Cholesky I‘,1€/ ’e parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.934 - RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR.
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convergéncia mais lenta quando comparados a fatores relativamente menores. De fato isso ndo
pode ser visto nessa andlise uma vez que o fator ;1 = 0.934 contribui significativamente para
diminuir o processo de convergéncia do estimador RLS,,-ADHDP-DLQR padrao (em torno da
iteracdo 400), sendo essa definitivamente alcangada somente em torno da iteragao 3300, devido

a perda de estabilidade numérica sofrida pela estimacao.
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Em relag@o aos estimadores RLS,,-QR-ADHDP-DLQR e RLS ,-U DU -ADHDP-DLQR,
pdde-se observar uma maior sensibilidade a escolha do fator de esquecimento 1 = 0.934 pro-
duzindo uma tendéncia a convergéncia com oscilagdes mais baixas e um tempo de acomodacao
consideravelmente mais rdpido quando comparados com o estimador RLS,,-ADHDP-DLQR.
Também se observa que os resultados apresentados nas Figs.6.29 e 6.31 indicam caracteristicas
de robustez para o fendmeno de instabilidade numérica quando o parametro de positividade
se mantém dentro do intervalo de validade durante todo o processo iterativo € o nimero da
condi¢do mostra um comportamento em que ndo sdo observadas variagdes abruptas.

Nos demais fatores de esquecimento simulados como 0.634,0.739 e 0.824 ndo hd con-
vergéncia plena dos elementos s;; da matriz S para a estimacdo RLS,-ADHDP-DLQR. O uso
dos estimadores RLS,,-QR-ADHDP-DLQR e RLS,,-U DU”-ADHDP-DLQR para esses casos
mostra a capacidade da abordagem proposta em aproximar a solu¢do estimada da equacdao HIB-
Riccati dos valores de referéncia dados pela solucdao Schur de maneira suave e robusta, assim
como a capacidade dos estimadores de superarem os problemas de estabilidade numérica ine-
rentes a abordagem padrido RLS,,-ADHDP-DLQR.

Pode-se afirmar que para todas as simulagdes realizadas o algoritmo RLS,-QR-ADHDP-
DLQR apresenta ligeira vantagem sobre o estimador RLS,,-U DU"-ADHDP-DLQR por apre-
sentar um nimero de condi¢do em uma menor faixa de valores, onde os valores do nimero de
condicdo tendem a ser mantidos limitados a um intervalo no decorrer do tempo. Tal intervalo
possivelmente estd diretamente relacionado a composi¢ao dos limites que levam as condicoes
necessdrias para a estabilidade numérica do algoritmo proposto. Tal vantagem da estimagdo
RLS,,-OQR s6 se faz menor quando leva-se em consideracdo os resultados de custo computaci-
onal descritos no Capitulo 5.

Uma andlise das condi¢des para a estabilidade numérica da implementacao de precisdo
finita de algoritmos RLS convencionais pode ser encontrada em (LIAVAS; REGALIA, 1999),
onde os autores fornecem limites para a precisdo relativa dos calculos em termos do fator de
esquecimento u e do condicionamento do problema, isto €, o nimero de condi¢do da matriz de
covariancia [';. Ali, a precisdo relativa mostra-se proporcional a 1 — i, 0 que significa que para p
muito préximo de 1, o acimulo de erro de arredondamento € mais significativo. Além disso, um
andlise tedrica sobre o fendmeno de propagacdo do erro de arredondamento na implementacao
de esquemas de estimagcdo RLS pode ser vista em (LJUNG; LIJUNG, 1985; VERHAEGEN,
1989).
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6.3 Modelo do Helicéptero 3-DOF

A plataforma experimental utilizada nesta se¢do ¢ um helicéptero de trés graus de li-
berdade Quanser (3-DOF do inglés 3 Degree-of-Freedom), cuja montagem € representada na
Fig.6.32, e seu esquemadtico € descrito na Fig.6.33.

Figura 6.32: Helic6ptero 3-DOF e seus componentes: (a) brago principal, (b) duplo rotor e (c) contrapeso.

O helicéptero 3-DOF € montado sobre uma base fixa e seus componentes primarios sao
o braco principal, o conjunto do rotor duplo e o contrapeso. O braco principal € montado de
modo a permitir que o conjunto do rotor rotacione em circulos continuos. Este movimento de
rotacdo é chamado de deslocamento (travel). Isso ocorre em torno de um eixo vertical que
passa por um anel de escorregamento e € perpendicular a base fixa. Na montagem do rolamento
e do anel de escorregamento, existe um ponto pivd permitindo que o brago principal possa
elevar-se e abaixar-se. Este movimento € descrito como elevacdo (elevation) e ele ocorre em
torno do eixo que passa pela montagem do anel de escorregamento e € paralelo a base fixa.
Na extremidade mais longa do brago principal, existe outro rolamento, cujo eixo € paralelo ao
braco. Isso permite um conjunto de rotores duplos acionados por motores DC girar em torno
desse rolamento. O movimento rotacional dos rotores € referido como arfagem (pitch) e ocorre
em torno de um eixo que atravessa o braco principal. Os motores de corrente continua podem
fornecer tensao coletiva ou tensao diferencial (ciclica). A tensao coletiva resulta no movimento
de elevacdo do braco principal e a tensdo diferencial resulta no movimento de arfagem. O
movimento de arfagem dos rotores, por sua vez, origina o movimento de deslocamento do
equipamento. Na outra extremidade do brago principal, existe um contrapeso que reduz os
requisitos de energia nos motores, reduzindo o peso efetivo do conjunto do rotor.

A dinamica do helicéptero pode ser descrita por um modelo ndo linear de 6* ordem e

para obter as equacOes do sistema, utiliza-se um sistema de coordenadas com sua origem no
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conjunto do rolamento e do anel de escorregamento, sendo o deslocamento ) 0 movimento
circular do brago principal, arfagem ¢ o movimento do conjunto dos rotores e a elevacio 6 o
movimento para cima e para baixo do braco principal, assim como suas respectivas velocidades
(velocidade de deslocamento 1), velocidade de arfagem ¢ e velocidade de elevacdo 0). Os

angulos correspondentes sao mostrados na Fig.6.33.

Figura 6.33: Configuracido do modelo experimental para o sistema do helicéptero.

N ==

Dessa forma, a equacgdo de estados pode ser expressa como:

T = f(x,u) (6.12)

emquex = [ $ 601 1)] eu = [ug up)”, sendo as varidveis de controle u; e us correspondentes
as tencoes fornecidas aos motores esquerdo e direito, respectivamente.

Para simplificar a hipétese, considerou-se que a inércia do helicoptero pode ser repre-
sentada por massas pontuais associadas ao corpo do helicoptero, ao contrapeso, ao centro de
gravidade do brago de sustentacio e a posi¢dao da massa de perturbagdo ativa. Além disso, foram
considerados os efeitos de atrito viscoso nas equacdes que descrevem a dindmica dos movimen-
tos de arfagem e deslocamento. Afim de tornar mais realistica a simulacdo, desprezaram-se o
arrasto aerodinAmico e o momento angular das hélices, que giram no mesmo sentido. Para as
forcas geradas pelas hélices, considerou-se que estas ndo dependem do movimento relativo do
corpo do helicptero em relagdo ao ar. Por fim, desprezou-se a dindmica eletromecanica dos
conjuntos motor-hélice, que € muito mais rapida que as forcas que a dindmica de movimento
do sistema como um todo.

O helicoptero 3-DOF tem sido objeto de estudo de diversos trabalhos na literatura, como
por exemplo (ISHUTKINA, 2004; LOPES, 2007; SAPINSKI; ROSOL, 2008; BREGANON,

2009). Dentre os modelos propostos para representar a dinamica do helicéptero, optou-se por
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utilizar aquele apresentado em (LOPES, 2007; MAIA, 2008). Tal modelo foi obtido através do

formalismo de Lagrange, sendo nao-linear e de sexta ordem. Através de algumas simplificacdes

matematicas, esse modelo pode ser expresso pelo seguinte conjunto de equacdes diferenciais:

T
T
T3

Ty

5

T

X2

16 {1 (uf — u3) + Ea(uy — ug) — vy - 2}

Xy

zg - {& - sin(2w3) + &4 - cos(2x3)} + & - sin(ws) + & - cos(xs) +

+H{&(ud +u3) + Es(ug + uy)} - cos(zy)

Te

{&15 + E1a - sin(2x3) + &15 - cos(2a3)} 1 - {vg — vz - w6 +

(6.13)

& (uf + u5) + Eio(wr + ug)] - sin(w1) + @4 - 76 - [€11 - sin(2z3) + E1a - cos(223)]}

em que ry,x3 € x5 representam, os angulos de deslocamento, arfagem e elevacdo (em rad),

X9, T4 € Tg representam suas respectivas derivadas (rad/s), e u; e us representam as tensoes de

entrada dos motores esquerdo e direito respectivamente. Os demais parametros sdo constantes

relacionadas as dimensdes fisicas e massas dos diversos componentes do helicoptero, assim

como, as constantes relacionadas ao atrito viscoso estando seus valores utilizados apresentados

na Tabela 6.1

Tabela 6.1: Valores dos Parametros

Parametro Valor Parametro Valor
& 0.1117 N/V? S 1.0567 kg-m?
& 0.0449 N/V 19 -0.2515 kg-m?
&3 -0,4843 13 0.5454 kg-m?
&4 0,1153 &14 0.1258 kg-m?
&5 -1.0389 N/(m-kg) &5 0.5283 kg-m*
& -1.3170 N/(m-kg) 16 4.1832 (m-kg)~!
& 0.0656 N/(m-kg-V?) v 0.107 N-m
& 0.0264 N/(m-kg-V) Uy 0.18 N-s
& -0.0718 N-m/V? U3 0.47 N-m-s
&10 -0.0289 N-m/V - -
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Condicoes Iniciais e Setup da Simulacio

Realizou-se a linearizacdo para o ponto de operacdo Ty = Ty = Ty = T5 = Tg = 0 €
T3 = —7, do modelo ndo-linear do helicéptero usando os parametros fornecidos na Tabela 6.1.

As matrizes do modelo linear a tempo continuo obtidas sdo expressas como

0 1 0O 00 0 0 0
0 0753 0 00 O 2814 —2.814
0 0 0 10 0 0 0
A= e B = . (6.14)
—0.098 0 —1.192 0 0 0 0.304  0.394
0 0 o 00 1 0 0
~1.257 0 0 0 0 —0.457 —0.035 —0.035

As varidveis de saida escolhidas foram os angulos de deslocamento, arfagem e elevacao
(y = [ 0 #]7). Além disso, como ndo hd transmissdo direta entre a entrada € a saida da planta,

as matrizes C' e D foram definidas como

100000
C=1001000]eD=][0] (6.15)
000010

Para a implementagdo do algoritmo RLS,-ADHDP-DLQR as condi¢des iniciais ado-
tadas sdo: uma politica inicial K, admissivel, fator de desconto v = 1, estado do sistema
zo = [0.18 —0.19 —0.27 —0.320.61 —0.5]" para os angulos em radianos e matrizes de ponde-
ragdo da fungdo de custo dadas por @ = [107200000;010000;001072000;000100;....
000010710;000001] e R = [10%0;0 10?]. Os parAmetros que inicializam o estimador RLS
proposto sdo dados pelo vetor 8, = 103(100000001000000100000100001000
10010 1]%; e matriz 'y = 1073 I36x36, sendo I uma matriz identidade de ordem ny. As
matrizes do sistema discretizado para o intervalo de amostragem 7;,,,s+ = 0.01s s@o obtidas
pelo método do segurador de ordem zero (ZOH). Para as simulagdes diversos valores de esque-
cimento u sao utilizados, para fins de andlise sdo considerados os valores: 0.782, 0.818, 0.874

e 0.919.
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6.3.1 Simulacido com p = 0.782
RLSp-ADHDP-DLQR

O processo iterativo para a solu¢do da equacao HJB-Riccati do algoritmo RLS ,-ADHDP-
DLQR tem sua evolugdo ilustrada na Fig.6.34 para um ciclo de 5000 iteragdes, com o fator
de esquecimento p = 0.782. As curvas (a)-(f) representam o comportamento de convergén-
cia dos elementos si1, Soo, S33, Sa4, Ss5 € Sg¢ da matriz S correspondentes aos elementos
01, Oy, 016, 022, O27 € 031 do vetor de pardmetros. As curvas (a)-(c) da Fig.6.35 mostram a
evolucdo dos elementos so4, 552 € Sg7 da matriz S que estdo associados aos elementos 611, 615 €
035 do vetor 8. Observa-se em tais parametros constante oscilagdo que perdura para além do pe-
riodo transitério, e mesmo sob grande esfor¢o o algoritmo nao consegue estimar os parametros

do vetor 8 de modo a seguir o valor de referéncia.

Figura 6.34: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y de 0.782 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Nota-se, da Fig.6.36, variacdes significativas fora da faixa de validade, do parametro de
positividade da matriz de covariancia. As primeiras grandes variagdes ocorrem justamente em
um momento de esforco de ajuste com a solugdo Schur (valor de referéncia) no intervalo das
iteragdes 200 e 280. Anormalidades no comportamento do nimero de condi¢do da matriz de
covariancia também sdo evidenciadas na Fig.6.36, apresentando comportamento crescente em

altas amplitudes.
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Figura 6.35: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros Saq, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento y de 0.782 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.36: Numero de condi¢do da matriz de covariancia I';, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento de 0.782 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Nas Figs.6.37 e 6.38, apresenta-se a evolucdo do processo iterativo para solucdo da
equagao HIB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragdes com o fator de esquecimento p = 0.782
via estimagdo RLS ,-QR-ADHDP-DLQR. As curvas (a)-(f) da Fig.6.37 representam o compor-

tamento de convergéncia dos elementos S11, So2, S33, S44, S55 € Sg¢ da matriz S correspondentes
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aos elementos 6, 0y, 015, 022, o7 € 031 do vetor de pardmetros. Assim como, as curvas (a)-(c)
da Fig.6.38 mostram a evolugdo dos elementos sao4, S52 € Sg7 da matriz S que estdo associados
aos elementos 61, 615 e 035 do vetor a ser estimado. Observa-se, pelas curvas citadas, um com-
portamento do periodo transitério mais suave quando comparado ao apresentado pelo algoritmo
RLSu-ADHDP-DLQR, a convergéncia dos parametros estimados para o valor de referéncia é

alcancada proximo a iteragao 3800.

Figura 6.37: Evolucédo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 itera¢des, com um fator de
esquecimento £ de 0.782 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.38: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros saq, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento u de 0.782 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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O comportamento do nimero de condi¢do do Fator Cholesky, assim como, o compor-
tamento do parametro de positividade p sao ilustrados na Fig.6.39. Observa-se em ambos uma
drastica redugdo nos valores apresentados quando comparados ao estimado RLS,-ADHDP-
DLQR. O Fator Cholesky apresenta um comportamento mais suave, sem mudancas abruptas de
valores, e o parametro de positividade permanece durante todo o processo iterativo dentro da
faixa de interesse (0 < p < 1). Tal condic¢do caracteriza um melhor condicionamento numérico

do método.

Figura 6.39: Ndmero de condicao do fator Cholesky I‘,lc/ ’e parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.782 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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De modo similar as simula¢des anteriores, as curvas (a)-(f) da Fig.6.40 representam o
comportamento de convergéncia dos elementos Si1, S22, S33, Sa4, S55 € S da matriz S cor-
respondentes aos elementos 01, 0y, 015, 0o, 027 € 031 do vetor de parametros. Assim como,
as curvas (a)-(c) da Fig.6.41 mostram a evolugdo dos elementos sq4, 52 € Sg7 da matriz S que
estdo associados aos elementos 611, 012 € 032 do vetor estimado para o algoritmo RLS,-U DU T
ADHDP-DLQR. Observa-se, a partir do comportamento de estimacao dos parametros algumas
divergéncias quando esse comportamento € comparado com os resultados apresentados pela es-
timagdo RLS,,-QR-ADHDP-DLQR, de modo que mesmo apresentando um periodo transitério

com comportamento mais suave, a estima¢ao RLS,-UDU T_ADHDP-DLQR se distancia do
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valor verdadeiro (Solucdo Schur) para alguns dos elementos estimados.

Figura 6.40: Evolucédo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragdes, com um fator de
esquecimento y de 0.782 - RLS,,-UDUT-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.41: Evolucao do processo iterativo dos parametros Say, S50 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento y de 0.818 - RLS,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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O nimero de condi¢do do Fator Cholesky e o parametro de positividade do estima-
dor RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR s#o apresentados na Fig.6.42. Observa-se que o Fator Cho-
lesky para o ciclo de iteracao apresenta-se de modo mais suave e em uma amplitude de valores
menores que os apresentados pela estimacdo RLS,-ADHDP-DLQR, enquanto o pardmetro p,

apresenta-se dentro do faixa de validade 0 < p < 1.
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Figura 6.42: Nimero de condi¢do do fator Cholesky 1",1/ Ze pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.782 - RLS,-U DU”-ADHDP-DLQR.
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Analisando os resultados para o fator de esquecimento p = 0.782, pode-se dizer que
apenas a estimagio RLS,-QR-ADHDP-DLQR alcanca a convergéncia para todos os parame-
tros estimados, o que ocorre proximo a iteracao 3800. Apds sua estabiliza¢do nao demonstram
sofrer com perturbacdes, isso € devido a uma matriz melhor condicionada pela decomposi¢ao
QR. O algoritmo padrdo sem decomposi¢do sofre com perturbagdes depois do periodo tran-
sitério, ndo conseguindo a convergéncia para o limite de simula¢do adotado que é de 5000
iteragdes. J4 a estimagdo RLS ,-U DUT-ADHDP-DLQR apresenta uma caracteristica peculiar,
mesmo mantendo comportamento regular em seus nimero de condi¢do do fator Cholesky e
parametro de positividade. Para alguns dos valores estimados do vetor 8 ocorrem divergéncias

quanto a solu¢ao de referéncia.

6.3.2 Simulag¢do com p = 0.818
RLSu-ADHDP-DLQR

A evolucgdo do processo iterativo para a solu¢do da equacdo HIB-Riccati do algoritmo
RLS,,-ADHDP-DLQR € mostrada na Fig. 6.43 para um ciclo de 5000 iteracdes, com o fa-
tor de esquecimento ;1 = 0.818. As curvas (a)-(f) representam o comportamento de conver-

géncia dos elementos s11, So2, S33, S44, Ss5 € Sge da matriz S correspondentes aos elementos
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01, Oy, 016, B2, O27 € 031 do vetor de parametros. As curvas (a)-(c) da Fig.6.44 mostram a

evolucdo dos elementos so4, S52 € Sg7 da matriz S que estdo associados aos elementos 011, 015 €

035 do vetor 0. Observa-se em tais parametros frequente oscilagcdo durante o periodo transitdrio,

e, mesmo sob grande esfor¢o, o algoritmo ndo alcanca a convergéncia.

Figura 6.43: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragcdes, com um fator de

esquecimento u de 0.818 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.44: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros Sa4, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento u de 0.818 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Nota-se na Fig.6.45, variacOes no numero de condicido da matriz de covariancia, bem

como irregularidades no parametro de positividade p. Anormalidades no comportamento de tais
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parametros sdo evidentes mesmo antes da iteragdo 250, de modo que, o nimero de condic¢io

apresenta um pico crescente e os valores de p oscilam drasticamente fora de faixa de interesse.

Figura 6.45: Numero de condi¢do da matriz de covariancia I';, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento de 0.818 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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Nas Figs.6.46 e 6.47, apresenta-se a evolu¢do do processo iterativo para solucdo da
equagao HIB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragdes com o fator de esquecimento p = 0.818
via estimagdo RLS ,-QR-ADHDP-DLQR. As curvas (a)-(f) da Fig.6.46 representam o compor-
tamento da convergéncia dos elementos S11, So2, S33, S44, Ss5 € Sg¢ da matriz S correspondentes
aos elementos 6, 0y, 016, 029, 6o7 € 031 do vetor de parametros. Assim como, as curvas (a)-(c)
da Fig.6.47 mostram a evolucdo dos elementos so4, S52 € Sg7 da matriz S' que estdo associados
aos elementos 61, 615 e 03, do vetor 0. Para esta simulacdo observa-se pelas curvas citadas
um comportamento do periodo transitério mais suave quando comparado ao apresentado pela
solucdo estimada pelo algoritmo RLSp-ADHDP-DLQR. A convergéncia dos parametros € al-
cangada logo apds a iteragdo 2500.

Os comportamentos do nimero de condi¢do do Fator Cholesky, assim como, do para-
metro de positividade p sa@o ilustrados na Fig.6.48. Percebe-se que o Fator Cholesky tem um
comportamento mais suave que o apresentado pela estimagdo RLS ,-ADHDP-DLQR, e o para-

metro de positividade exibe um comportamento dentro da faixa de validade, tais caracteristicas
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Figura 6.46: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragcdes, com um fator de
esquecimento £ de 0.818 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.47: Evolucao do processo iterativo dos parametros Sa4, S52 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento y de 0.818 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.

200 T
e ]
estm ||
1 1 1 1 1 1
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
a) Tempo (k)
I
400 | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
b) Tempo (k)
200 T
~
3
o
| | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
c) Tempo (k)

podem indicar um melhor condicionamento numérico do método proposto.

RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR

Tal como nas simulacdes anteriores, as curvas (a)-(f) da Fig.6.49 representam o compor-
tamento de convergéncia dos elementos Sy1, So2, S33, S44, Ss5 € Sg¢ da matriz S correspondentes
aos elementos 6, 0y, 016, 029, o7 € 031 do vetor de pardmetros. Assim como, as curvas (a)-(c)

da Fig.6.50 mostram a evolugdo dos elementos so4, S52 € Sg7 da matriz S que estdo associados
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Figura 6.48: Nimero de condi¢do do fator Cholesky 1",16/ Ze pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.818 - RLS,,-OQR-ADHDP-DLQR.
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aos elementos 01, 012 e 32 do vetor a ser estimado para o algoritmo RLS,-U DU T_ADHDP-
DLQR. O comportamento de convergéncia dos pardmetros apresentados para esta simulacio
demonstra sua semelhanca com o obtido pela estima¢do RLS,-QR-ADHDP-DLQR, de modo
que em ambas as estimagdes os parametros de 6 convergem para o valor verdadeiro dada pela

solu¢do Schur logo apos a iteragao 2500.

Figura 6.49: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteracdes, com um fator de
esquecimento g de 0.818 - RLS,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.50: Evolucao do processo iterativo dos parametros Sa4, S52 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento . de 0.818 - RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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O numero de condi¢do do Fator Cholesky e o parametro de positividade do estimador
RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR sio apresentados na Fig. 6.51. Observa-se que o Fator Cholesky
para o intervalo de iteragdo tem um comportamento suave, sem variacoes abruptas em seus

valores, e o parametro de positividade p apresenta-se dentro da faixa de interesse.

Figura 6.51: Ndmero de condicao do fator Cholesky I‘,lﬁ/ Ze parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.818 - RLS,-UDUT-ADHDP-DLQR.
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Analisando os resultados para o fator de esquecimento p = 0.818, pode-se dizer que os
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algoritmos RLS ,-OR-ADHDP-DLQR e RLS,,-UDU T_ADHDP-DLQR alcangaram a conver-
géncia para os parametros estimados, isso logo apds a iteragdo 2500, e apds suas respectivas
estabilizacdes demonstram nao sofrer com perturbagdes, devido a uma matriz melhor condi-
cionada por meio das decomposi¢cdes QR e UDU? das abordagens adotadas. J4 o algoritmo
padrdao sem decomposi¢do sofre com perturbagdes depois do periodo transitério mostrando-se

instavel durante toda a simulagdo.

6.3.3 Simulag¢do com p = 0.874
RLSp-ADHDP-DLQR

O processo iterativo para a solu¢do da equacao HIB-Riccati do algoritmo RLS,,-ADHDP-
DLQR tem sua evolugdo apresentada na Fig.6.52 para um ciclo de 5000 iteracdes, com o fator
de esquecimento p = 0.874. As curvas (a)-(f) representam o comportamento de convergén-
cia dos elementos si1, Soo, S33, Sa4, Ss5 € Sg¢ da matriz S correspondentes aos elementos
01, Oy, 016, B2, O27 € O3; do vetor de parametros. As curvas (a)-(c) da Fig.6.53 mostram a
evolugdo dos elementos sa4, S52 € Sg7 da matriz .S que estio associados aos elementos #;1, 015 e
032 do vetor 6. Os parAmetros estimados apresentam constantes oscilagdes e mesmo sob esfor¢o

o algoritmo diverge sua aproximac¢do da solucao de referéncia para cada elemento apresentado.

Figura 6.52: Evolucdo do processo iterativo dos parametros s;; para um ciclo de 5000 itera¢des, com um fator de
esquecimento j de 0.874 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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A partir da Fig.6.54, percebe-se grandes variacdes no nimero de condicao da matriz de

covariancia, bem como irregularidades no parametro de positividade p. Tais irregularidades sdao
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Figura 6.53: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros saq, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento y de 0.874 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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expressivas, € em certo modo antecedem desajustes dos parametros estimados. Anormalidades
no comportamento de tais parametros sugerem um pior condicionamento numérico da solugdo
aproximada, o que se caracteriza pelas constantes oscilacdes dos pardmetros do vetor estimado

0.

Figura 6.54: Numero de condi¢do da matriz de covaridncia I';, e parAmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento y de 0.874 - RLS,,-ADHDP-DLQR.
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RLS,,-OR-ADHDP-DLQR

O processo iterativo para solu¢do da equacdo HIB-Riccati para um ciclo de 5000 itera-
¢des com o fator de esquecimento ;4 = 0.874 € apresentado nas Figs.6.55 e 6.56. As curvas (a)-
(f) da Fig.6.55 representam o comportamento de convergéncia dos elementos si1, Soo, S33, S44, Sss
e sgs da matriz S correspondentes aos elementos 61, 0y, 01, 6o, Oo7 € 031 do vetor de parame-
tros. Assim como, as curvas (a)-(c) da Fig.6.56 mostram a evolu¢do dos elementos s,4, S52 € Sg7
da matriz S que estdo associados aos elementos 61, 615 e 035 do vetor a ser estimado. Percebe-
se pelas curvas citadas um comportamento mais regular e também mais suave dos elementos
estimados quando comparados aos apresentados pelo algoritmo RLS-ADHDP-DLQR. A con-
vergéncia dos pardmetros € alcancada logo apds a iteragao 2400.

Figura 6.55: Evolucdo do processo iterativo dos parametros s;; para um ciclo de 5000 itera¢des, com um fator de
esquecimento y de 0.874 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Ilustram-se na Fig.6.57 tem-se os comportamentos do nimero de condi¢do do Fator
Cholesky, assim como, do parametro de positividade p. Observa-se em ambos uma suavizagao
nos valores apresentados quando comparados ao estimado RLS,,-ADHDP-DLQR, exibindo um
comportamento dentro de faixas de interesse, o que indica a robustez numérica para a estimagao

RLS,-OR.

RLS,-U DU”-ADHDP-DLQR

De modo similar as simulagdes anteriores, as curvas (a)-(f) da Fig.6.58, representam

o comportamento de convergéncia dos elementos S11, So2, S33, Sa4, Ss5 € Sgs da matriz S cor-
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Figura 6.56: Evolucao do processo iterativo dos parametros Sa4, S52 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento y de 0.874 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.57: Nimero de condicéo do fator Cholesky I‘,1€/ ’e parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento u de 0.874 - RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.
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respondentes aos elementos 01, 0y, 615, 022, 027 € 031 do vetor de pardmetros. Assim como,
as curvas (a)-(c) da Fig.6.59 mostram a evolugdo dos elementos sq4, S50 € Sg7 da matriz S que
estdo associados aos elementos 011, 015 e 035 do vetor a ser estimado. Nota-se a partir do com-
portamento de convergéncia dos parametros sua semelhanga com o apresentado pela estimagao

RLS,-QR-ADHDP-DLQR, de modo que em ambas as estimagdes os parametros de 6 conver-
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gem para a vizinhanga do valor verdadeiro dado pela solucdo Schur, o que ocorre logo apds a

iteragcao 2500.

Figura 6.58: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 itera¢cdes, com um fator de
esquecimento g de 0.874 - RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.59: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros sa4, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com

um fator de esquecimento y de 0.818 - RLS ,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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A Fig.6.60 apresenta o nimero de condi¢do do Fator Cholesky I‘,t/ ’eo0 parametro de

positividade p do estimador RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR. Observa-se que o Fator Cholesky

para o intervalo de iteragc@o tende a entrar em uma faixa de valores constantes apds um periodo

de crescimento. Quanto ao parametro p, este apresenta-se dentro da faixa de interesse 0 < p <
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1.

Figura 6.60: Nimero de condicao do fator Cholesky I‘,lc/ Ze parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento 4 de 0.874 - RLS,,-U DUT-ADHDP-DLQR.

72 10° Nimero de condicéo da matriz F”z(fa!or de Cholesky)
I I I I I I

A maximo/ minino
2 o o
T T T

o w
T

cond(1"1/2),
T

| | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
k amostras

Parédmetro de positivi »
08 \ \ \ \

Parametro ;

055 -
05

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
k amostras

A andlise dos resultados para o fator de esquecimento ;. = 0.874 demonstra que os dois
algoritmos, cujos nicleos tiveram o acréscimo das decomposi¢des QR e UDU?, respectiva-
mente, alcancaram a convergéncia. Porém, nesse exemplo mostra-se a vantagem do algoritmo
RLS,,-OR-ADHDP-DLQR em relacdo ao algoritmo RLS,-UDU T_ADHDP-DLQR, uma vez
que este apresenta um numero de condi¢do para o fator Cholesky em uma faixa de valores
significativamente menor que o da estimagdo RLS,-U DU-ADHDP-DLQR. Ambos os algo-
ritmos alcangaram a convergéncia logo apds as 2500 iteragdes, o que sugere uma matriz melhor

condicionada (matriz correspondente ao fator Cholesky) pelas decomposi¢cdes QR e UDUT.

6.3.4 Simulag¢do com p = 0.919
RLS,,-ADHDP-DLQR

As Figs.6.61 e 6.62 mostram a evolucdo do processo iterativo da solu¢do da equacgdo
HIB-Riccati através do estimador RLS ,-ADHDP-DLQR para os parimetros si1, Sa2, S33, Sa4,
S55 € S, ASSIM COMO, para 0s parametros sqo4, Ss2 € Sg7 da matriz S, respectivamente. Observa-
se que ndo houve convergéncia dos parametros de .S, os quais exibem comportamentos com

perturbacdes abruptas e deslocamentos quando comparados a solucdo de referéncia para o pro-
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cesso iterativo.

Figura 6.61: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros s;; para um ciclo de 5000 iteragcdes, com um fator de

esquecimento y de 0.919 - RLS,-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.62: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros saq, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento  de 0.919 - RLS,,-ADHDP-DLQR.

&
?
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
a) Tempo (k)
400 T
200 — 1
&
@
0 i
) i F====- F===== F===== F====- F====- F====- m===== m===== |m=====
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
b) Tempo (k)
100 I
3
?
1 1 1 1 1 1 1 1
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
c) Tempo (k)

A Fig.6.63 apresenta o numero de condicdo e o parametro de positividade para o algo-
ritmo RLS,,-ADHDP-DLQR. Como pode ser observado, para o algoritmo padrao os valores do
parametro p apresentam oscilagdes que ultrapassando a faixa de referéncia 0 < p < 1. Observa-
se também a existéncia de uma correspondéncia entre os intervalos de variacdes do parametro p

que excedem a faixa de referéncia e a perda de convergéncia dos elementos estimados do vetor
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0. Em geral, variacdes que excedem o intervalo 0 < p < 1 para pardmetro de positividade,

antecedem o comportamento irregular apresentado pelos elementos de 6.

Figura 6.63: Numero de condi¢do da matriz de covariancia I';, e pardmetro de positividade p, com um fator de
esquecimento de 0.919 - RLS ,-ADHDP-DLQR.
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RLS,-QR-ADHDP-DLQR

Nas Figs.6.64 ¢ 6.65, apresenta-se a evoluc@o do processo iterativo via algoritmo RLS -
QR-ADHDP-DLQR para solugdo da equagao HIB-Riccati em um ciclo de 5000 iteragdes com
fator de esquecimento de 1 = 0.919. As curvas (a)-(f) da Fig.6.64 representam o comporta-
mento de convergéncia dos elementos S11, Sa2, S33, Sa4, S55 € Seg da matriz S correspondentes
aos elementos 60y, 0y, 615, 022, 027 € 031 do vetor de parAmetros 6. Assim como, as curvas
(a)-(c) da Fig.6.65 mostram a evolucdo dos elementos so4, S52 € Sg7 da matriz S que estdo as-
sociados aos elementos 01, 015 e 035 do vetor a ser estimado. Os elementos estimados nao
apresentam um grande overshoot para o inicio do processo iterativo, e os pardmetros tendem
a seguir o sinal de referéncia de maneira suave atingindo a convergéncia logo apds a iteragcao
2000.

O processo de estimacdo RLS,-QR-ADHDP-DLQR tem seu nimero de condi¢do do
Fator Cholesky e parametro de positividade apresentados na Fig.6.66. Com respeito ao nimero
de condi¢do do Fator Cholesky percebe-se uma significativa redu¢do quando comparado a esti-

magao RLS,,-ADHDP-DLQR, assim como os valores do pardmetro p encontram-se no intervalo



6. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

144

Figura 6.64: Evolucdo do processo iterativo dos parametros s;; para um ciclo de 5000 itera¢des, com um fator de
esquecimento y de 0.919 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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Figura 6.65: Evolucdo do processo iterativo dos pardmetros Sa4, Ss2 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com
um fator de esquecimento y de 0.919 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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de validade durante todo o processo iterativo.

RLS,-U DU”-ADHDP-DLQR

Nas Fig.6.67 e 6.68, apresenta-se a evolucao do processo iterativo da solu¢do da HIB-
Riccati para um ciclo de 5000 iteragdes com fator de esquecimento ;1 = 0.919 via algoritmo
RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR. As curvas (a)-(f) da Fig.6.67 representam o comportamento de

convergéncia dos elementos S11, So2, S33, Sa4, Ss5€ Sg¢ da matriz S correspondentes as compo-
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Figura 6.66: Nimero de condicdo do fator Cholesky 1",16/ ’e pardmetro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.919 - RLS,-QR-ADHDP-DLQR.
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nentes 6y, 0y, 016, 022, Oo7 € O31 do vetor de pardmetros 6, respectivamente. As curvas (a)-(c)

da Fig.6.68 mostram a evolucdo dos elementos so4, S50 € Sg7 da matriz S que estdo associados

aos elementos 011, 015 e O35 do vetor 6, respectivamente.

Figura 6.67: Evolucdo do processo iterativo dos parametros s;; para um ciclo de 5000 itera¢des, com um fator de
esquecimento y de 0.919 - RLS,,-UDU T_ADHDP-DLQR.
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Ao andlisar ao comportamento da matriz de covariincia, ndo foram evidenciadas anor-

malidades, uma vez que o nimero de condi¢do do Fator Cholesky, mesmo apresentando pico
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Figura 6.68: Evolucao do processo iterativo dos parametros Say, S50 € Sg7 para um ciclo de 5000 iteragdes, com

um fator de esquecimento . de 0.919 - RLS,-U DUT-ADHDP-DLQR.
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crescente entre as iteracdes 250 a 3500, finda por permanecer numa faixa de oscilacdo na vizi-

nhanca do valor /2 =225 x 10° logo apés a iteracao 3500. Quanto ao valor do parametro de

positividade, este permanece sem extrapolar a faixa de validade, como ilustrado na Fig. 6.69.

Figura 6.69: Niimero de condi¢do do fator Cholesky I‘i/ e parametro de positividade p, com um fator de esque-
cimento de 0.919 - RLS,-U DU”-ADHDP-DLQR.
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Analisando os resultados para o fator de esquecimento p = 0.919, pode-se dizer que

os dois algoritmos munidos de esquemas de decomposicdes QR e UDUT chegaram a conver-
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géncia dos elementos estimados e mais uma vez o algoritmo RLS,-QR-ADHDP-DLQR teve
melhor desempenho em relag¢do ao algoritmo RLS,-U DUT-ADHDP-DLQR, ambos chegaram
a convergéncia préximo da iteracdo 2100, porém, o algoritmo com decomposi¢do QR apre-
sentou melhor desempenho, fato que sé pode ser evidenciado quando se compara o nimero de
condicdo da matriz r/? para ambas as abordagens, enquanto o algoritmo padrao ndo alcanga a
convergéncia dos elementos estimados.

Os resultados das simulagdes mostram claramente que as estimativas dadas pelos algo-
ritmos RLS,,-QR-ADHDP-DLQR e RLS,-UDU”"-ADHDP-DLQR para o sistema de quarta
ordem apresenta, em geral, menor tempo de convergéncia (nimero de iteracdes necessarias
para chegar a uma dada precis@o) e custo computacional reduzido por iteragdo quando compa-
rados com os sistemas de sexta ordem. Sendo necessdrio salientar que, para as plantas de ordem
mais elevada, o custo computacional é maior e o estimador tende a apresentar maiores sensibi-
lidades a perturbacdes provocadas por problemas numéricos, dessa forma o uso de métodos de

decomposicao para melhorar o comportamento do sistema torna-se imprescindivel.

6.4 Consideracoes Finais

Neste Capitulo foram apresentados os resultados dos algoritmos propostos no Capitulo
4 em relacdo a duas plantas: Péndulo Invertido sobre base mével e Helicoptero 3-DOF. Os re-
sultados mostraram que os algoritmos tem sua funcionalidade comprovada, podendo apresentar
vantagens e desvantagens.

Levando em consideracdo os trés parametros de avaliacdo de complexidade computaci-
onal tém-se:

- Custo Computacional: Conforme mostrado no Capitulo 5, o algoritmo que necessita de
menor quantidade de flops para sua execugdo é o RLS,-UDU”-ADHDP-DLQR. Isso garante
que a execucdo de uma iteragdo desse algoritmo leva menos tempo do que a dos algoritmos
RLS,,-ADHDP-DLQR e RLS ,-QR-ADHDP-DLQR.

- Estabilidade Numérica: Para este pardmetro, o algoritmo RLS ,-QR-ADHDP-DLQR,
apresentou vantagem, garantindo em todos os casos, fator de positividade p dentro do intervalo
fechado [0, 1], e o niimero de condi¢do do Fator Cholesky quando comparado com o dos algorit-
mos RLS,-ADHDP-DLQR e RLS,,-UDU T_ADHDP-DLQR mostrara-se sempre em menores
amplitudes.

- Tempo de Convergéncia: Para este requisito, os algoritmos RLS ,-QR-ADHDP-DLQR



e RLS,-UDU”"-ADHDP-DLQR demostraram desempenho aprimorado, em detrimento da es-
timagdo padrdao RLS,-ADHDP-DLQR. Tal melhora dé-se em relac@o a quantidade de iteragdes
necessdrias para encontrar a solu¢ao desejada. Contudo, deve se lembrar que o algoritmo RLS ;-
UDUT-ADHDP-DLQR € mais rapido por iteragcdio, por necessitar de menos flops, o que lhe
fornece vantagem no célculo real desse parametro.
Assim, pode-se concluir que as vantagens na execugao dos algoritmos RLS,,-OQR-ADHDP-

DLQR e RLS,,-UDUT-ADHDP-DLQR sdo maiores do que as do algoritmos RLS,,-ADHDP-
DLQR.
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Neste trabalho propde-se um método critico adaptativo, o qual envolve transforma-
¢des unitdrias e decomposicdes QR e UDUT na rede critica para melhorar o desempenho de
algoritmos de ADHDP baseados em aprendizagem RLS para controle 6timo online. Os resul-
tados de uma metodologia que investiga a convergéncia e estabilidade numérica dos algoritmos
RLS,-OR-ADHDP-DLQR e RLS,-UDU*-ADHDP-DLQR, desenvolvidos com itera¢do gu-
losa, para a solu¢do DLQR online foram ressaltados.

Os algoritmos de programacgdo dindmica heuristica dependente de acdo foram formula-
dos como uma aproximac¢do da fungdo valor de acdo para uma dada politica. A aproximacgdo
utilizou métodos incrementais RLS para resolver o problema de minimos quadrados associado
com a aproximagdo da fung¢do valor de acio sobre uma formulagdo apoiada pela teoria da veto-
rizacdo de matrizes e dlgebra de Kronecker. A aproximacao foi apresentada para determinar os
coeficientes da matriz S e os ganhos do controlador 6timo DLQR para ADHDP.

Em tentativa de aproximar, esses métodos de controle 6timo online a situagdes praticas
do mundo real, buscou-se otimizar a execucdo dos algoritmos gerados por essas técnicas de
controle a fim de tornar possivel uma aplicagdo em tempo real em microcontroladores, presentes
em sistemas de controle automético.

Na avalia¢do do desempenho dos algoritmos RLS,,-ADHDP-DLQR, RLS,,-QR-ADHDP-
DLQR e RLS,,-UDU”-ADHDP-DLQR, em relago a escolha do fator de esquecimento, obser-
vou-se uma grande influéncia desse fator no processo de convergéncia e estabilidade numérica
na solucdo da equagao HIB-Riccati. Verificou-se também que a escolha apropriada do fator jun-
tamente com a decomposigdo QR e fatoragdo U DUT podem contribuir significativamente para
melhoria no processo de convergéncia da equagao HIB-Riccati, assegurando ao mesmo tempo
um limite aceitdvel para os problemas de instabilidade numérica dos estimadores RLS-ADHDP.

Os resultados dos experimentos RLS ,-QR-ADHDP-DLQR revelam que a decomposi-
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¢do QR apresenta ligeira vantagem sobre a fatoragdo U DU e seu respectivo estimador RLS -
UDUT-ADHDP-DLQR, para uma selec¢do apropriada do fator de esquecimento. Mesmo nio
apresentando uma reducao significativa do custo computacional, como foi o caso da estimacao
RLS,,-UDU™, somente o processo de estimagdo munido de decomposi¢do QR pdde incremen-
tar melhorias substanciais nos métodos RLS,,-ADHDP-DLQR. Além disso, os resultados dos
experimentos RLS,,-OR-ADHDP evidenciaram que o ajuste adequado do pardmetro ;. pode
resolver os problemas de convergéncia e instabilidade numérica de maneira mais eficaz que a
estimagdo RLS,-UDU”-ADHDP e RLS,-ADHDP-DLQR para aprendizagem de politica de

controle 6tima DLQR.

7.1 Trabahos Futuros

Para o desenvolvimento e direcionamento de futuros trabalhos, como extensao deste

propde-se:

e Realizar a implementacido em hardware (Microcontroladores) dos algoritmos de controle

propostos nesse trabalho;

Avaliar a adaptabilidade dos estimadores propostos perante variagdes paramétricas na

dindmica da planta;

Utilizar os métodos de estimagdo paramétrica RLS,-OR e RLS,-UDU” em outros es-

quemas criticos adaptativos (DHP e ADDHP);

Estender os métodos propostos para processos dinamicos parcialmente observaveis nos

quais nem todos os estados podem ser observados diretamente da planta;

Estender os métodos desenvolvidos nesta dissertacao para aproximadores de fun¢des va-
lor mais gerais. Neste caso, pode-se pensar em uma rede neural de multiplas camadas

treinada por métodos RLS.

7.2 Trabalhos Publicados e Submetidos

7.2.1 Congressos

1. A Learning Controller Design Approach for a 3-DOF Helicopter System with On-
line Optimal Control. International Conference on Electrical, Electronics, Computers,

Communication, Mechanical and Computing (EECCMC) - IN (Aceito).
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7.2.2 Periodicos

1. Convergence and Numerical Stability of Action-Dependent Heuristic Dynamic Pro-
gramming Algorithms based on RLS Learning for Online DLQR Optimal Control,
International Journal of Computational Science and Engineering, ISSN online: 1742-

7193 (Submetido).
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Apéndice A.

Coeficientes da Fatoragao UDU”

Admitindo-se que

D(k—1)— B 'g¢" =UDU , (A.1)
sendoU = [w; -+ Uyn,)e D = diag(dy, -+, dyp,),com@; = [tUy; - uj_1; 1 0 - 0],
entdo os fatores U-D de I'(k) sdo dados por
Uk =Uk-1U (A.2)
D(k)=Du". (A.3)
A equacdo (A.1) pode ser transformada em
Ty _ ng
Z dua] = Z divv] — 3 'gg", (A4)
=1 =1
sendo d; = d;(k — 1) e v; é 0 i-ésimo versor.
Definindo-se
Bug =B o Bm=pn+) ey (A5)
=1
V=9 + Y= oo Y 0 ... 0], (A.6)
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a Eq.(A.4) pode ser transformada para a forma

Ty ng
> daa! - dv! + B b =0 (A7)
i=1 =1
Ng— _ ng 1
=1 =1
sendo
Mng - dngung neg dngv’ngvne + ﬁngll)bne’lpne (A'9)

Perceba que as matrizes sob o sinal dos somatérios na Eq.(A.8) possuem a ngy-ésima
linha e a ny-ésima coluna nulas. Portanto, a fim de que a Eq.(A.8), seja satisfeita deve-se

estabelecer as seguintes condi¢des sobre os elementos das respectivas fileiras da matriz M,

Ay = dny — B 020, (A.10)
Uing = % (A.11)
ngUng

Substituindo-se as Eqs.(A.10) e (A.11) na Eq.(A.9), a matriz M ,,, admite a forma

2

MnG = C_lne —2n0n20 /l/)ngfldj;l;g—l + nglwngflwz;—l (A.12)
ngl-ne
2 1
= | F+ —— | V¥, (A.13)
d, B2, D

ou, de acordo com as Egs.(A.5), (A.6) e (A.10), tem-se

ngng + dneﬁne - /Bng ngng/BnG

M”G - d ¢n9—1¢£971 (A'l4)
ng ng
- dne wng—lwz:gfl (Als)
dng/Bng - /BTLQ ngng/Bné‘
1
= —¢3w¢n9_1¢n9—1 (A.16)
Bng - #99

= nglfl’l/)ng—l/'vbz:eflv (A17)
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e Eq.(A.7), pode assim ser expressa por
TLG—I ng—1
Y dma! = dvw] + 8, 1, =0 (A.18)
=1 =1

Deve-se enfatizar que as Eqs.(A.7) e (A.18) se diferem apenas pela variacdo do somaté-

rio e indices. Repetindo-se 0 mesmo raciocinio utilizado nas transformagdes (A.7)-(A.14) para

indices variando de ng — 1 a 1, € possivel determinar todos os valores de d; e u;;.

A Eq.(A.11) € transformada usando as Eqgs.(A.5), (A.6) e (A.10) como segue

Ting = —p = = = . (A19)
o By (g = SG20)
o _wngn‘gq{;;gi _ _Zl/]nenewnei (A20)
dng <ﬁn9 - ;329) ngﬁ?’b()—l
Pondo-se
_1/}119119 _677«9
- _ : A21
7 o dneﬁngfl ﬁnefl ( )
obtém-se
Uing = —TngWnyi-

(A.22)

Usando as Egs.(A.5), (A.6) e (A.10), os valores dos elementos da matriz D sdo deter-
minados da seguinte forma

2
di(k) = dip™" ( i — ?> pt (A.23)

(A.24)

O numerador de (4.30) assume o seguinte forma

k(k)=U(k—-1)g=Uk—1)1,,

(A.25)
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Dai,
ng
ng—1
= > tim(k = Dngm + ing (k= 1)ngmy, (A27)
ou, em forma de recorréncia,
Rinew = Riold + Uing (k - 1)¢n9 ng* (A28)
Os valores dos elementos da matriz U s3o determinados como segue
ui;(k) = Z Ui (k — 1)Tmj (A.29)
= uy(k—1)+ Z Ui (k — 1)T510jm (A.30)
= uzy + Tj Z uzm 7p]m (A31)
= u”(/{ — 1) + Tik; (A32)
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Derivacao dos valores dos blocos desconhecidos da pdés-matriz B

Comparando-se os respectivos termos em ambos os lados da Eq.(4.27), as seguintes

identidades sdo obtidas:

By (k)Bu (k) = p@(k — 1) + ¢ (k)" (k) = ®(k) (B.1)

bg1 () Bu (k) = pw™ (k — 1)@ (k — 1) + d(k)¢" (k) (B.2)

b3 (k) Bu (k) = ¢™ (k) (B.3)

Bii(k)bai (k) = p@'2(k — Dw(k — 1) + ¢(k)d" (k) (B.4)

by (k)bar (k) + by (K)bas (k) = pw™ (k — Dw(k — 1) + d(k)d* (k) (B.5)
by (k)bar (k) + 35 (k)baa (k) = (k) (B.6)

By (k)bsi (k) = (k) (B.7)

byy (k)bs1 (k) + b3y (K)ba2 (k) = d(k) (B.8)

bﬁ(l{:)bgl(k) + b3y (k)bsa(k) = 1 (B.9)
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Desenvolvendo-se a Eq.(B.1), o valor By; (k) é encontrado:

B{i(k)Bui(k) = ®(k)
B (k) = Y2(k) (B.10)

Desenvolvendo-se a Eq.(B.2), o valor by; (k) é encontrado:

byt (k) @2 (k) = pw™ (k — 1)@"2(k — 1) + d(k) " (k)
b ()BT (k) = 1@ (k — 1)®Y2(k — )2 (k — 1) + d(k)p" (k)

DL (k)™ (k) = 18" (k — 1)®(k — 1) + d(k)" (k)

~H
b (k) ®12 (k) = 6

~H

by (k) = 8 (k)@ (k)

be (k) = wf (k) (B.11)

Desenvolvendo-se a Eq.(B.3), o valor b3; (k) é encontrado:

b3 (k) @12 (k) = ¢ (k)

bii (k) = " (k)@ "2 (k) (B.12)

Desenvolvendo a Eq.(B.9), o valor bss(k) € encontrado:

bso(k)bsa (k) = 1 — b} (k)bsy (k)

Ui (k)bsa(k) = 1 — [@" (k)12 (k)][@ 2 (k) (k)]



APENDICE B. DERIVACAO DOS VALORES DOS BLOCOS DESCONHECIDOS DA
POS-MATRIZ B 159

by (k)bsa (k) = 1 — @™ (k)@ (k) (k)
Uio(k)bs2 (k) = 1 — @™ (k) L(k)

Uip(k) = [1 = L (k) (k)]

fazendo p(k) = 1 — LY (k)p(k) tem-se
Via(k) = p'/(k) (B.13)

Desenvolvendo a Eq.(B.8), o valor by (k) € encontrado:

W! (k)@ 2 (k) (k) + by(k) (p1/%) (k) = d(k)
Uia(k) (p'72)" (k) = d(k) — w" (k) (k) D' (k)

bia(k) = |d(k) — W (R)(K)® (k)] (572)" (k)
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D3a(k) = E(R)p(k) (p712) (k)

by (k) = E(k)p' (k) (B.14)
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Decomposicao QR

C.1 Introducao

Nesta secdo se discutird um tipo de decomposicao de matrizes, que serd utilizada na
obtencdo de solucdes para problemas de minimos quadrados.

A decomposicdo QR é uma operagdo elementar estavel, que pode ser aplicada a qual-
quer tipo de matriz e consiste na fatoracdo de uma matriz dada em duas matrizes, uma matriz
ortogonal e uma matriz triangular superior. Assim, a decomposi¢do QR de uma matriz é apre-

sentada como o produto de uma matriz ortogonal Q por uma matriz triangular superior k.

Teorema C.1.1. Seja A uma matriz m X n de posto n. Entdo
A=Q9R,

em que Q é uma matriz m X n com colunas ortonormais e R é uma matriz n X n triangular

superior com elementos diagonais positivos.

Demonstracao: Sejam vy, ..., v, as colunas da matriz A. Como essa matriz tem posto
n, esses vetores sdo linearmente independentes em C™. Aplicando o processo de ortogona-
lizacdo de Gram-Schmidt (BUENO, 2006) a esses vetores, obtemos 0s vetores ortonormais

q;---,q, € C™, dados por

k-1
1
g =— | vp — rigi |, (k=1,...,n
LS. |

. s k—1 .
em que r; = (vg, ;) parai =1,...,k — 1 e ry, é anorma do vetor vy, — Y ;| 7,¢;. Mas isso
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quer dizer que
U1 = g
Vo = T12q1 + 72202
(C.1D
Up = Tinq1 + -+ Tnndn-

Definindo Q como a matriz cujas colunas sdo os vetores ¢, . . .

gular superior

, ¢n © R a matriz trian-

11T T12 ... Tin
0 ro1 ... T9,
R=| 7 T =T, (C2)
0 0 ... rum
temos que a j-ésima coluna da matriz QR é
QRej = Qrj =11;q1 + 12592 + -+ +75;¢5 + 0gj1 + - -+ + 0gp, = vj. (C.3)

Isso mostra que QR = A, completando a demonstracao.

C.2 Rotacoes de Givens

Uma matriz de Givens O;; ¢ uma matriz ortogonal de dimensdes (n x n) da forma:

1 0

(C4)
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onde 0;;, = 0;; = ce 0;; = —0;; = s. Note que a intersec¢do das linhas ¢ e j com as colunas ¢ e

j de ©;; formam assim uma ferramenta algébrica fundamental as Rota¢des de Givens, onde:

O — (C.5)

uma vez que c e s sdo parametros reais definidos por

c=cos¢p e s=sing, (C.6)

com a seguinte restri¢do trigonométrica c? + s = 1.
Dessa forma a matriz © é ortogonal, pois

c —s c s 2+ s? 0 10
_ _ (C.7)

s c -5 ¢ 0 A+ s? 0 1
Podemos concluir, assim, que as matrizes ©;; sdo ortogonais. Essas matrizes sdo cha-

madas de rotacdes pois, se a e x satisfazem:

c S a; ca; + say
r = Oa= = , (C.8)
—S5 C ay, —sa; + cay,

entdo a transformacao © rotaciona o vetor a em sentido hordrio para uma nova posi¢ao definida

por x.

Qlececnsssssnsncnnnnn

P R

Figura C.1: Rotacao plana de um vetor

Multiplicar um vetor por ©;; equivale a girar duas componentes do vetor pelo angulo



APENDICE C. DECOMPOSICAO QR 164
¢ = arctan <f> , sem alteracOes nas demais componentes.
c
Seja a um vetor com duas componentes e definimos
s=-2e ¢ o= 1 (C.9)
a; a? + a2

Observe que ¢ + s> =1e

Resultando em um processo iterativo que busca o zeramento de elementos da matriz

através de multiplicacdes como visto na abaixo:

r xr T T xr X r T T
T T
x xz x| =050 2 2| =050z 2

r T x r X x 0 =z z

Dessa forma as matrizes Q e R sdo dadas por:

Q = 0903...0;;
R=06]...0,A

r Tr X

0 =z =z (C.10)
0 0 z

(C.11)
(C.12)
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