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Resumo

Os processos difusivos nao lineares vém sendo investigados por diversos pesquisadores,
com o auxilio de ferramentas analiticas e numéricas. Em decorréncia desse fator, a di-
fusao tornou-se alvo de pesquisas e reflexoes. Dessa forma, este trabalho se caracteriza pela
apresentacao de um problema de difusao fracionaria nao linear, associado aos fenomenos
de reagao e convecgao, cujo objetivo foi encontrar solugoes do tipo ondas viajantes. Para
tal, utilizou-se os métodos numéricos, analiticos e computacional. Em decorréncia, foi
realizado um algoritmo no MATLAB, mostrando o comportamento anémalo através dos
graficos, com os fenomenos de difusao fracionaria, difusao fracionaria com reacao e difusao
fracionaria com convecgao. Portanto, foi realizado um estudo sobre o célculo fracionério
expondo algumas defini¢oes, teoremas, propriedades e aplicagoes. Nesse interim, verificou-
se que o céalculo de ordem arbitraria apresenta uma descricao mais fina dos fenomenos
naturais e caracteriza-se pela obtencao de uma quantidade maior de informacoes atre-
ladas aos operadores nao locais, denominado efeito de memoéria. Por fim, analisou-se a
difusao fracionaria anomala em um meio poroso, sendo ela baseada nas equacoes dife-
renciais fracionarias e abordou-se acerca de dois problemas difusao fraciondria nao linear
temporal, espacial, no qual foi apresentado seus métodos analiticos e numéricos. Assim
sendo, sabe-se que a equagao de difusao fracionédria engloba muitas aplicagoes, por exem-
plo, infiltragao, transferéncia de calor, combustao, reacao quimica, dinamica de fluidos,
fisica de plasma, solos, drenagem de espuma, crescimento de cristais e genética de po-

pulagoes biologicas.

Palavras Chaves: difusao anomala, calculo fracionario, difusao fracionaria, meios

pOrosos, reacao, conveccao.



Abstract

Nonlinear diffusive processes have been investigated by several researchers, with the aid of
analytical and numerical tools. As a result of this factor, the diffusion became the target
of researches and reflections. Thus, this work is characterized by the presentation of a
problem of nonlinear fractional diffusion, associated to the phenomena of reaction and
convection, whose objective was to find solutions of the type traveling waves. For this,
numerical, analytical and computational methods were used. As a result, an algorithm
was performed in MATLAB, showing the anomalous behavior through the graphs, with
the phenomena of fractional diffusion, fractional diffusion with reaction and fractional
diffusion with convection. Therefore, a study was carried out on the fractional calculation
exposing some definitions, theorems, properties and applications. In the meantime, it
was verified that the calculation of arbitrary order presents a finer description of natural
phenomena and is characterized by obtaining a greater amount of information linked to
non-local operators, called memory effect. Finally, we analyzed the anomalous fractional
diffusion in a porous medium, being based on the fractional differential equations and it
was approached about two spatial non-linear fractional diffusion problems, in which its
analytical and numerical methods were presented. Thus, it is known that the fractional
diffusion equation encompasses many applications, for example, infiltration, heat trans-
fer, combustion, chemical reaction, fluid dynamics, plasma physics, soils, foam drainage,

crystal growth and genetics of populations.

Keywords: anomalous diffusion, fractional calculation, fractional diffusion, porous

medium, reaction, convection.
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Introducao

O processo difusivo se caracteriza por dispersar, expandir ou se espalhar e ocorre
a partir dos movimentos aleatérios das particulas. Tal processo, se desenvolve partindo
de um meio com maior concentragao, para um com menor concentragao. Nesse contexto,
a movimentacao das particulas sao independentes e nao colidem entre si.
De certo, sabe-se que a difusao é aplicada em diversas areas, tais como na
fisica, quimica, biologia e engenharia. Nesse caso, pode-se destacar como exemplo: O
odor de um perfume que se espalha em um espaco; infiltracao de dgua no solo; purificacao
para gases em filtros; fumaga se espalhando pelo ar, dentre outros. (PEDRON, 2015).
Em relacao a difusao, consta que varios pesquisadores fizeram estudos sobre
este processo, dentre eles destacam-se a Joseph Fourrier (1768-1830), Thomas Graham
(1805-1869), Adolph Eugen Fick (1852-1937) e Lewis Fry Richardson (1879-1830). Em
suma, a maioria dos processos difusivos obedecem a chamada lei de Fick descrita da

seguinte forma:
J=—DVp.

Conforme pode-se observar, p é a densidade do elemento que se difunde, V é a
taxa de variagdo espacial, J é a densidade de corrente (quantidade de substancia que
atravessa uma unidade de drea normal a diregao do fluxo, por unidade de tempo), D é o
coeficiente de difusao que depende das propriedades do meio (sem equilibrio térmico ou
quimico), ele nos informa a velocidade com que a quantidade medida por p se difunde em
regioes com altas concentragoes, para regioes com baixas concentragoes.

Em decorréncia desse processo, segundo consta na lei de Fick, o sinal combi-
nado diz que a difusao tende a ocorrer da regiao de maior concentragao, para uma com
menor concentracao (PEDRON, 2015; GONZALEZ, 2006). Nesse caso, a difusao pode
ser classificada em linear, ndo linear ou anémala.(falar sobre a difusao linear). O estudo
da difusao anomala, se deu através de pesquisas acerca da difusao turbulenta, descrita
por Lewis Fry Richardson em seu artigo (Lewis Fry Richardson: scientist, visionary and
pacifist). (PEDRON, 2015; GONZALEZ, 2006).

A difusao é considerada anomala quando houver desvios, isto é, quando o cres-

12



13

cimento da variancia é nao linear. Esta, pode ser aplicada em diversos campos, tais como,
difusao em plasma, transporte de um liquido em um meio poroso, analise de histogramas
de batidas do coracao de um individuo, dentre outros (PEDRON, 2015; GONZALEZ,
2006).

Portanto, em virtude de sua imensa aplicabilidade na natureza, a difusao nao
linear vem sendo estudada cada vez mais pelos pesquisadores. Destarte, este trabalho rea-
liza um estudo sobre o processo de difusao nao linear, em um meio poroso. Historicamente
a equagao da difusao em um meio poroso foi introduzida por J. Boussinesq que criou uma
versao nao linear da equacgao do calor. Logo, compreende-se entao, que a equacao em um
meio poroso, tem aplicabilidade em diversos campos, como no fluxo de dgua subterraneo,
na transferéncia de calor nao linear, no fluxo de gas através de um meio poroso, dentre
outros. (VAZQUEZ 2008).

Para tal, com o intuito de obter uma solu¢ao mais precisa para esses fenomenos
utiliza-se o calculo fraciondrio ou calculo de ordem nao inteira, em que os operadores nao
locais podem ser empregados para levar em consideracao, por exemplo, as correlagoes
especias.

No que diz respeito ao calculo fracionario ou cédlculo de ordem nao inteira,
salienta-se que surgiu de uma troca de cartas entre dois brilhantes estudiosos L’Hospital
e Leibnz. Essa correspondéncia envolveu o seguinte questionamento, qual o significado da

n
derivada de ordem n de uma fungao y, % quando n = 1/2.

A troca de correspondéncias aconteceu em 30 de setembro de 1965. Atualmente
essa data marca a origem do célculo fracionario. Essa troca de mensagens, foi somada
a contribuicao dos mais renomados matematicos como Fuler, Lagrange, Fourrier, Abel
Heaviside, Liouville, entre outros (CAMARGO, 2009).

Sendo assim, vale ressaltar que a vantagem da utilizacao do cdlculo fracionario
¢ que ele oferece uma descrigao mais fina de fenomenos naturais que aquela feita a partir
do célculo usual, tendo em vista que as derivadas fraciondrias possuem uma descri¢ao
associada ao efeito de memoria e propriedades hereditarias de diversos materiais.

Contudo, além das vantagens ja descritas, nota-se que o calculo de ordem fra-
cionaria possui diversas definicoes aumentando o grau de dificuldade, em que as mais
comuns sao: Riemann-Liouville, Caputo, Grunwald-Letinikov, Weyl e Riesz-Feller, sendo
elas aplicadas no presente trabalho.

Dessa maneira, o calculo fracionario foi utilizado como ferramenta para des-
crever a equagao de difusao fracionaria, sendo a melhor forma de mostrar comporta-

mentos que estao associados aos efeitos de memoéria e distancia através dos operadores
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fraciondrios, citando V.D. Djordjevic e T.M. Atanackovic (DJORDJEVIC; ATANACKO-
VIC, 2008), que apresenta um modelo de equagao de difusdo fracionéria temporal, H.
Yanghong apresenta um modelo de equacao de difusao fracionaria espacial baseada nos
laplacianos fraciondrios (HUANG, 2014) e F.S. Costa et al.(COSTA, 2015) que realizou
uma analise da equacao de difusao fracionaria temporal-espacial.

Além disso foi trabalhado com solugoes numéricas, utilizando a derivada fra-
cionaria (Riemann-Liouville ou Caputo), conhecida como operador integral fracionéria
Erdelyi-Kober (E-K). Assim, foi feito a discretizagao, utilizando as regras de quadra-
tura, retangular, ponto médio e trapezoidal (PLOCINICZAK; OKRASINKA). Usando
as solugoes de similaridade, para equacao de difusao fracionaria nao linear, sendo que a
solugdo numérica aplicada foi as diferengas finitas.(PLOCINICZAK; SOBIEZEK)

Durante o estudo do comportamento andémalo associado aos fenomenos de
reacao e convecgao espacial — temporal, foi utilizado solu¢ées do tipo ondas viajantes
e o método de reducao, apresentando uma solugao explicita para a equacao de difusao
fraciondria, a qual é uma generalizacao dada por V.D. Djordjevic e T.M. Atanackovic
(DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008). A equagao de difus@o fraciondria com con-
vecgao que é uma generalizacao encontrada por F.S. Costa e M.R.A. Pereira (COSTA;

PEREIRA,2017) e equacao de difusao fracionéria com reagao dada por F.S.Costa et tal
(COSTA, 2016).

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

e Apresentar um estudo sistematico sobre o fenémeno de difusao com reagao e con-

vecgao.

e Investigar o modelo matematico associados ao calculo fracionario.

1.1.2 Especifico

e Modelar os problemas de difusao no meio poroso, utilizando como ferramentas o
calculo fracionario e programas computacionais, para obter melhores descricao do

fendmeno.
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1.2 Organizacao da dissertacao

O trabalho esta organizado em capitulos que abordam um contexto histérico
sobre o calculo fracionério e o processo de difusao nao linear, em que tem-se uma melhor
descricao para os modelos difusao fraciondria com reacao e convecgao utilizando novas
ferramentas (matemadticas, numéricas e computacionais).

No Capitulo 2 apresentou-se um campo utilizado como modelagem da equagao
de difusao fracionaria, bem como, destacou-se o calculo fracionario. Para tal, foi realizado
uma breve introducao ressaltando como surgiu os principais pesquisadores, definigoes,
exemplos e propriedades das diversas maneiras de se introduzir as derivadas de ordem
nao inteiras. Nesse meio, destacou-se as principais derivadas fracionarias como: Riemann-
Liouville, Caputo, Grunwald-Letinikov, Weyl e Riesz-Feller. Assim sendo, procurou-se efe-
tivar o esclarecimento sobre as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville como as mais
difundidas, a de Caputo seguindo a ideia de mais conveniente para problemas envolvendo
condicoes iniciais, bem como, destaca-se as relagoes entre elas, apresentando também, a
Riesz- Feller para uma interpretacao estocastica em termos de processo conhecido como
de Lévy e de Grunwald-Letinikov aplicadas em diversas areas da engenharia.

No Capitulo 3 realizou-se um estudo sobre a difusao fracionaria. Nesse con-
texto, dialogou-se sobre a origem do processo de difusao tanto linear, quanto nao linear,
mostrando os principais estudiosos desse processo. Foi dialogado também, sobre a difusao
anomala e suas principais aplicagoes. Apods, mostrou-se a definicdo da equagao no meio
poroso, como comegou e quais as suas aplicabilidades. Além do mais, realizou-se a de-
finicao da equacao de difusao fraciondaria nao linear, espacial, temporal, cujo objetivo foi
descrever como funciona o comportamento anémalo associado aos efeitos de memoria e
distancia, descritos pelas derivadas fracionarias. Nesse ambito, apresentou-se, as solugoes
analiticas e numéricas, considerando a derivada fracionaria, no tempo e na equacgao de
difusao fraciondria espacial. Portanto, observou-se também, os efeitos de distancia, na
equacao de difusao fracionaria em um meio poroso, usando o laplaciano fracionario, ba-
seado nos potenciais que foram definidas por Marcel Riesz.

No Capitulo 4 analisou-se uma equacao de difusao fracionaria em um meio po-
roso associado aos fendmenos de reagao e conveccao. Dessa forma, mostrou-se o modelo
fracionario usado para descrever a equagao de difusao, explicando o uso das derivadas
fracionarias, procurou-se por solucoes do tipo ondas viajantes, em que foi encontrado
uma equacao integral através de solucoes de ondas viajantes com propagacao finita, de-

nominadas frentes de ondas. Enfim, apresentou-se solugoes explicitas para alguns casos



particulares, como os métodos computacionais e tragou-se graficos para ilustrar o com-

portamento anomalo.
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Calculo Fracionario
e,

Em geral ao tratar da derivada de uma funcao associa-se a ordem de derivagao,
um ndmero inteiro nao negativo. Uma pergunta inusitada surge quando essa ordem se
origina de um numero qualquer. Essa questao se sucedeu a partir das correspondéncias

entre L’Hospital e Leibnz. Nesse sentido, L’Hospital fez a seguinte indagacao para Leibniz,

1»
5 -

qual seria o significado de “D"y = % quando n fosse igual a

Sem certeza e com tom profético Leibniz afirmou: “Segue D3 que sera igual a
zv/dz : 2. Este ainda é um aparente paradoxo, em que um dia importantes aplicacoes
serao obtidas. Tal didlogo se sucedeu em 30 de setembro de 1695, ano que ocorreu o
nascimento do calculo fracionario (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

A partir dessa ideia gerada por Leibniz e L 'Hopital, houve a insurgéncia de
grandes matematicos que contribuiram para o desenvolvimento do calculo fracionario.
No entanto, essa contribuicao transcorreu de forma desordenada. Nesse meio, pode-
se citar alguns matemadticos que tiveram colaboragdes importantes: L.Euler (1730), J.
Lagrange (1772), P. S. Laplace (1812), S. F. Lacroix (1819), J. B. J. Fourier (1822), N.
H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-
1867), A.K. Griinwald (1867-1872), A. V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.
A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside(1892-1912), S.
Pincherle (1902), G. H. Hardy e J. E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. Lvy
(1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis(1924-1936), E. L. Post (1930), A. Zygmund
(1935-1945), E. R. Love (1938-1996), A. Erdelyi (1939-1965), H. Kober (1940), D. V.
Widder (1941), M. Riesz (1949), W. Feller (1952), M. Caputo (1969), T. J. Osler (1970),
M. Shinbrot (1971), S. G. Samko (1979), A. A. Kilbas e O.1. Marichev (1987), A.Carpinteri
e F.Mainardi, (1997), R.Hilfer (2000), G.Loverro (2004); J.Sabatier, O.P. Agrawal e J. A.
T. Machado (2007), E.Capelas (2007); V.V.Uchaikin, (2009) (MACHADO et al., 2011).

Portanto, assim como o calculo de ordem inteira, o calculo de ordem arbitraria,
trata da investigacao e aplicacao de integrais e derivadas de ordens arbitrérias em tec-
nologias, ciéncias, engenharias, economia, teoria de controle, fisica, quimica, processo
estocdsticos, dentre outras (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

O calculo fracionario tornou-se uma area da matematica que oferece uma des-

cricao mais fina dos fendomenos naturais, que aquela feita a partir do calculo de ordem in-

17
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teira. Pois, as derivadas fracionarias possuem uma étima descricao para efeito de memoria
e propriedades hereditarias de diversos materiais (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Essa descricao mais fina pode ser vista no problema da tautécrona ou isécrona,
formulada por Abel. Esta é considerada a primeira aplicacao do calculo fracionario pre-
sente na literatura. Sendo assim, a resolucao do problema proposto por Abel parte do
principio da conservacao de energia, que estipula a quantidade total de energia em um
sistema isolado permanecendo constante. Pois, a soma entre a energia potencial e gravi-
tacional e a energia cinética, é constante (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

O problema da tautécrona, objetivou determinar uma curva lisa f(n), passando
pela origem em um plano vertical, sujeita a acao da gravidade. Dessa forma, uma particula
de massa m pode cair sobre ela, pois o tempo de descida serd o mesmo, independente da

posicao inicial. No caso em 7 é a constante e a equacao que modela este problema é dada

por (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

1

7v/2.9g=T (5) D2 f(x). (2.1)

Outro exemplo envolvendo o calculo fracionério é o estudo do conjunto de po-
lias, em que aparecem as propriedades hereditdrias apresentadas no livro do Pudlubny
(PODLUBNY, 1993). Durante o desenvolvimento do cdlculo fraciondrio, foram formu-
ladas mais de uma definicao de integral e derivadas. Para tal, visualizou-se defini¢oes
essenciais para as aplicagoes, como a integral fraciondria de Riemann-Liouville, deriva-
das fracionarias de Riemann-Liouville, Caputo, Riesz, Weyl, Riesz-Feller e Griinwald-

Letinikov.

2.1 Integrais de Riemann-Liouville

As integrais de ordem arbitraria de Riemann-Liouville e suas variagoes, sao de-
finidas através de suas classes e funcgoes, no qual os operadores podem ser aplicados,
mostrando algumas propriedades e teoremas.

O conceito da integral fracionaria serd dada pelo produto da convolugao de
Laplace, que é composto pelo produto das transformadas de Laplace. Nesse caso, tem-
se a integral fracionaria no sentido Riemman-Liouville ou integral fracionaria R-L, por

(CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

Definicao 2.1.1. Seja Q = [a,b], com —co < a < b < oo um intervalo finito no eizo

real R. As integrais de R-L (I$, f)(z) e (If~ f)(x) ambas de ordem o € C, Re(a) > 0,
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sao definidas por (KILBAS et al., 2006):

(I ) = (1a) / ' (xf_(?;lf_a, v >a, Re(a) > 0. (2.2)
(I f)w) = 7 (1a) / (xf_(?;lf_a, v <b, Re(a) > 0. (2.3)

estas integrais sao integrais fraciondria a esquerda e a direita, respectivamente.

Observou-se que a integracao de ordem « no sentido Riemman-Liouville Eq.(2.2)
e Eq.(2.3) das fungoes de poténcia (z —a)?~t e (b— z)°~}, resultam em fungoes poténcia.

(KILBAS et al., 2006):

Propriedade 2.1.1. Se § € C com Re(8) > 0, entdo:

(12 (t — )’ (2)) = %(w — )Tt Re(a) > 0. (2.4)
(I2 (b—t)1(2)) = %(b — g)ftet Re(a) > 0. (2.5)

Joseph-Loius Lagrange [1772] contribuiu indiretamente para o célculo de ordem
arbitraria, quando desenvolveu a denominada lei dos expoentes, também conhecida como
propriedades dos semigrupos. A propriedade aditiva dos semi-grupos dos operadores de

integracao fraciondria (12,) e (1) é dado a seguir:

Lema 2.1.1. Se Re(a) > 0 e Re(f) > 0, entdo as equagoes (CAMARGO; DE OLI-
VEIRA, 2015):

(L L) = (157 ) ).
(Lo L f)(@) = (L7 )(x). (2.6)

Sao satisfeitas em quase todos os pontos x € [a,b] para f(x) € Lp (a,b)(1 <

p < o0). Sea+ [ > 1 entio as relagoes na Eq.(2.6) sao vdlidas em qualquer ponto de

[a,b].
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2.2 Derivadas de Riemann-Liouville

Apés definir a integral de ordem arbitraria a com Re(«) > 0, a derivada de ordem
arbitraria torna-se um requisito natural. Diferentemente do célculo de ordem inteira,
no calculo fracionario, a integracao e derivacao de ordem arbitraria em geral, nao sao
inversas entre si. A derivada de ordem arbitraria formalizada por Riemmann-Liouville é

argumentada com base no fato da derivagao ser operacao inversa da integracao e na lei
dos expoentes (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Seja a fungao y dada no intervalo finito [a, b], tem-se as seguintes expressoes:

D) = () e

B 1 daN\" [ ydt
- TI'(n—a) (dx> /a (x — t)ontl’
n = [Re(a)] +1; = > a. (2.7)

D0 = (30) G

B 1 —d\" [* ybdt
- I'(n—a) (dx) /x (x — t)o—ntl’
n = [Re(a)] + 1; x < b. (2.8)

As derivadas fraciondrias das Eq.(2.7) e Eq.(2.8) s@o chamadas de derivadas
fracionarias de Riemman-Liouville a direita e a esquerda respectivamente que, em outras
palavras, equivalem as derivadas de ordem inteira de uma integral de ordem arbitraria
(CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Em particular, quando o« =n € N, entao:

(Dayy)(w) = (Dy_y)(x) = y(); (D, y)(x) = y™ (), (2.9)

(Di_y)(z) = (=1)"y"(2), ne N (2.10)

onde y"(x) é a usual derivada de y(x) de ordem n.
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Propriedade 2.2.1. Se Re(a) > 0 e 5 € C e Re(f) > 0, entdo:

(Dg, (t — a))’Nzx) = F(g()—ﬁ—)oz(x —a)f! Re(a)) > 0, (2.11)

e
(D (b— )P (z) = F(gg—ﬁ_)a(b — g)fert Re(a) > 0. (2.12)
Assim, se f = 1 e Re(a) > 0, entdo as derivadas de ordem arbitraria de

Riemann-Liouville de uma constante sao em geral, diferente de zero (CAMARGO; DE

OLIVEIRA, 2015).

(x—a)™® (b — x)*a'

(Do 1)(x) = Ti—a)’ (Dy-1)(z) = (2.13)

para 0 < Re < 1.

Teorema 2.2.1. Considere a funcao f(z) de tal modo que y : [a,b] — R, com —o0 < a <
b < oo, sendo que o € C Re(a) > 0 e n = [Re(a)] + 1. Se y(z) € AC"[a,b], entao para
x € (a,b) tem-se (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

1) (Day 13yy)(x) = y(x) e (DI )(x) = y(x).
2) Para (1 “y(z)) € AC"|a,b] tem-se:

n—1 .Z'—Cl a -1 -
(D2, 12, )= Y a7 (D" (@) fama) (2.14)
7=0
Se ({;=%) € AC"[a, b] entao:
n—1 b—ZE a—j—1 .
(I Dg_y)( Z a7 (D" 1y () |oms) - (2.15)
7=0
Para f(x) € I$, (Lp) onde,
(Dgy 1ayy) (@) = y(x), (2.16)

Para f(x) € I (Lp) onde,
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(Dy_Ig_y)(x) = y(z). (2.17)

Em particular se 0 < Re(a) < 1 nas Eq.(2.14) e Eq.(2.15), logo:

(D3 12,00 = (o) — L (1) L] 2.15)
o o _ _ (b—x)! 1-o
(= Dy_y)(z) = y(x) T(a) [(Ib— y(x)) |9:=b] . (2.19)
Se a =1,
(Is+ Dary) (z) = y(x) — y(a),

(I,_Dy_y) (x) = y(z) — y(b).

Além disso,
(aly Dary) (x) = y(b) — y(a),
(aly Dyy) () = y(a) — y(b).
Prova 2.2.2. Se f(x) € I (Ly), tem f(x) = 12 g(x). Assim:

(Lo Diy)(@) = 13y (D3 154 g) ()] = (I319) (z) = y(2). (2.20)

Agora se y(z) € I (L), seque de forma andloga que:

(I5-Dy_y)(x) = y(x). (2.21)

As Eq.(2.14) e Eq.(2.15), em caso particular 0 < Re(a) < 1 substituindo n = 1 as
FEq.(2.14) e Eq.(2.15).
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No caso o = 1 tem-se:

(aly Da y)(@) = [(Lay Dayy) (@)] lams = [y(@) = y(@)] lo=p=y(b) — y(a), (2.22)

(aly Dyp_y)(@) = [(L,-Dyy) ()] lo=s = [y(x) = F(O)] lomp=y(a) — y(b). (2:23)

2.3 Derivada de Caputo

Caputo(1969) propds uma nova defini¢ao para a derivada fraciondria, com mais
limitacoes, baseada na definigao de Riemann-Liouville, porém com uma inversao na ordem

das operagoes de integracao e derivagao (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Definigao 2.3.1. Seja o nimero Re(a) > 0 e o inteiron > 0, comn—1 < a < n

a deriwada fraciondria de Caputo de ordem « é:

. 1 Ty (t)dt
Do) = / rn=t (2.21)

1 by™(t)dt
"Dy yla) = (<1 e / = t()a)_nﬂ. (2.25)

respectivamente sao as derivadas a esquerda e a direita, onde D = d/dx e n = «.

Teorema 2.3.1. Seja Re(a) > 0 e n dado por n = [Re(a)] + 1, onde Re(8) > 0. Logo
as relagoes abaizo sio vdlidas (KILBAS et al., 2006).

L'(s)

cD2 (t—a)’'(z) = F(ﬁ——a)(x —a)fo! Re(B) > n. (2.26)
‘D¢ (t—a)’Nz) = %(z — )t Re(B) > n. (2.27)

(cD2, (t —a)*)(z) =0 e cD (t —a)*)(z) =0, com k =0,1,....,n — 1.

Com isso conclui-se que:
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(“Dg 1)(x) =0,
(°D 1)(z) = 0. (2.28)

nota-se que a derivada de Caputo de uma funcao constante é igual a zero.

Teorema 2.3.2. Seja y(x) a fungdo, com —oo < a < b < 0o e seja w € C com Re(a) > 0
en = [Re(a)] + 1. Se y(z) € AC"[a,b] para x € (a,b) (KILBAS et al., 2006):

1- Para Re(a) # N ou o € N, tem-se:
("D I3y y)(x) = f(x) e (eDy I y)(x) = y(x).

2- Tem-se - '
(12, Dz ) () = yla) ~ 3 ;,a) (4@
n—1 (b _ £L'>J

(1% Dy y)(x) = y(x) —

Em particular, se 0 < Re (a < 1 tem-se:

O

(I, °Dg y)(x) = y(z) — y(a),

(I°,°D2 y)(x) = y(x) — y(b),

(2.29)

Se o = 1, tem-se:
(al;.°Dayy)(z) = y(b) — y(a),
(a1, Dyyy)(x) = y(a) — y(b).

Proposigao 2.3.1. Sejaa >0, n—1<a<n, (neN) e f, tal que f € C*(Ry), |f(?)],
1fO@)], ..., [fP] < BeSt, B, Sy >0, t>0 (KILBAS et al., 2006).

Seja lim (f)@(t) =0, para k =0,1...,n — 1.

t—o00

Entao a transformada de Laplace da derivada da esquerda de Caputo é o seguinte:

3
,_.

L[o Dy f(t)] (s) = sf(s) — sa F=1rB(0),  Res > sq. (2.30)

0

i



2.4 Integral e Derivada de Weyl 25

Para 0 < a < 1, expressao (2.30) equivale:

L6 Dy f(t)] (s) — s°f(s) — s*Lf(0), Res > sq. (2.31)

2.4 Integral e Derivada de Weyl

2.4.1 Integral de ordem arbitraria de Weyl

Definigao 2.4.1. A integral de Weyl de uma fun¢ao y(x) localmente integrdvel em (0o, 00)

de ordem « é denominada por ;W e definida por:

Wey) = (2lgy)(z) = (12 )()
— FL/ y(t)dt, —00 < T < 0. (2.32)

onde o € C e R(«) > 0.

2.4.2 Derivada de ordem arbitraria de Weyl

Definicao 2.4.2. Seja a > 0 e m o menor inteiro maior que 3, de forma f =m—a > 0.
Se para qualquer funcao y, IS existe e tem derivadas continuas, entdo a derivada ar-

bitrdria de Weyl é definida da sequinte forma (MATHAI et al., 2009):

D)) = (D)) = (d>m Wy (a)
— (—1)™ (d ) h t_yf)m _. (2.33)

com —o0 < xr < Q.

Nota-se que esta definicao nao depende da validade da lei dos expoentes, ou

seja, nao depende da ordem de integragao e derivagao.

Propriedade 2.4.1. Se a > 0 e § > 0, entao a propriedade do semi-grupo € vdlida
(MATHAI et al., 2009):

(xW; wWi) - (wwo@—a) (HUWoi rW;) (2'34>



2.5 Derivadas de Riesz 26

Propriedade 2.4.2. Dada as fungoes reais p(x) e p(x), a sequinte igualdade é vdlida
(MATHAT et al., 2009):

/0 " (@) (Je(a))de = / " o) (W (a)) . (2.35)

Esta equacao é chamada integral fracionaria por partes, sendo conhecida por
identidade de Parseval. Ela pode ser estabelecida intercalando a ordem de integracao

(MATHATI et al., 2009).

2.5 Derivadas de Riesz

A derivada de ordem arbitraria de Riesz, pode ser definida de duas maneiras, a

primeira através da derivada fracionaria de Weyl, e a outra, a partir da transformada de

Fourier (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Definigao 2.5.1. Seja a fungao y(x), com 0 < a <2 e a # 1, a derivada fraciondria de
Riesz de ordem « € definida da sequinte forma (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

_ Dfy(z) + D2y(x)

Dz () = 2cos(am/2)

(2.36)

onde DYy(x) sdo derivadas fraciondrias de Weyl.

Propriedade 2.5.1. Definindo a derivada de Riesz, através da transformada de Fourier

sendo dada pela sequinte expressao (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

§D%wy(@)] = — |l F(w). (237
Doy(x) = % / P (@) d(w). (2.38)

Potencial de Riesz

Considerando a seguinte integral, para 0 < a < 1 (ATANACKOVIC et al., 2014):

L S
R /_Oo a0, aeR (2.39)
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N B 1 < sin(x — ()
H%(x) = T(a)sinz /_OO 7 — i y(Q), x e R. (2.40)

Entao, D®y é chamado potencial de Riesz de y de ordem o em R, H*y é o

conjugado do potencial de Riesz, com ordem o em R (ATANACKOVIC et al., 2014).

Proposicao 2.5.1. Para x € R, se diz que a integral de Riemann-Liouville e o Potencial

de Riesz, estao ligados da seguinte maneira:

—oolfy(x) = cos%Day(x)—l-sin%Ho‘y(x),

N 2 2
zlSy(x) = cos%D“y(m) —sz’n%Hay(x),
« 1 o o
Dy(a) = oz (—ooliy(z) — aly(@)),
2
1
Hoy(r) = o (~oolfy(r) — ally(s). (2.41)

2

Se a, 5 >0, o+ f < 1, tem-se:

D*Dpy(x) = D*y(x),
H*HpBy(x) = —D*y(x). (2.42)

Teorema 2.5.1. Seja h(z) = |z|7*7 !, com 1 < a < 2. Pode-se escrever a derivada
fraciondria de Riesz de ordem, por um produto de convolucdo de Fourier:

1
2I'(—a)cos(4F)’

D2 f(z) = duo(f * h)(z), com d, = — (2.43)
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A demonstragao deste resultado é dada a seguir:

-1

D2 f(a) = e [ a0+ e [T 9

2c0s(2T) |T(2 — a) da? (2 — a)dz?

-1 d?

- e i { / ;<x —oere+ [ T §>1af<£>d£]

1 &2 B
= 1—\(2_04)2008(%)@/_00 |I—£|1 f(f)df

_1 [ee} d2 .
B F(Q—a)Qcos(‘é—“) /Ooww_ﬂl f(&)d¢

(- -a)(~a) [T R
S Tiermes ) LRRIGL:

1

— e | S

2.6 Derivada de Riesz-Feller

Definicao 2.6.1. A derivada de Riesz-Feller, no espaco-fraciondrio de ordem « e assi-
metria 6, denotado por x Dy, sendo que € definido pela transformada de Fourier (MAI-

NARDI, 1996):

o~

§{aDyy(x)} = —Va(p)f(p). (2.45)

o~

onde x, p € R e f(p) € a transformada de Fourrier de f(x). Com ordem 0 < a < 2,

com assimetria em 0| < min {o,2 —a} e

W (p) = |p|* eltsrommon, (2.46)

2.7 Derivada de Grunwald-Letinikov

Primeiro Griinwald (1867) logo em seguida Letnikov(1868) estudaram a derivada
fracionaria, unificando os resultados de Riemann-Lioville, introduzindo a ideia de derivada
de ordem arbitraria como limite de uma certa soma (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

A derivada de Griinwald-Letinikov vem sendo utilizada em diversas aplicacoes
na engenharia, isso acontece devido a uma melhor descricao em problemas mais comple-
x0s e o uso de suas principais caracteristicas, que sao a forma explicita para o calculo
da derivada fracionéria e o efeito de memoria. Este ultimo caracteriza o operador nao

local, ou seja, os valores distantes do ponto analisado influenciam no comportamento do

(2.44)
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fenomeno.

Alguns autores desenvolveram varios trabalhos, utilizando esta derivada como
ferramenta na resolugao de problemas numéricos. Nesse meio, tem-se o Lorenzo e Hartley,
que utilizaram essa ferramenta para propor uma interpretagao geométrica para derivada
de ordem arbitraria (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015). Sendo assim, nesta secgao
apresentou-se as definicoes e propriedades das derivadas de ordem arbitraria de Griinwald-

Letinikov.

Definicao 2.7.1. Seja y uma funcao definida em um intervalo qualquer, x um ponto fizo
no interior deste intervalo as derivadas de ordem arbitrdria de Grunwald-Letinikov da

direita e esquerda sao definidas por (ORTIGUEIRA, 2011):

o) = im SR () (247
y'(z) = Jim (A’il,;% (a > 0). (2.48)

em que AYy(x) e A%, y(x) é uma diferenca finita de ordem o € Ny de uma fungao y(z)

com passo h € R e centrada no ponto x € R

Sendo que esta definicao é baseada na diferenciacao finita que é dada por:

comneR hexeR (2.49)
h—0 h»

A diferenca finita é utilizada para definir uma derivada de ordem arbitréaria subs-

tituindo na Eq.(2.49), n € N por a > 0, logo:

(A%y)(z) : Z(—l)m “ y(x —mh), com z, h,€ R.

m=0 m

(2.50)
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com

a | ['(a+1)

m Fk+1)Na—k+1)

Com isso a derivada de ordem arbitraria de Griunwald-Letinikov foi definida da

seguinte forma:

D%(z) = lim » (—1)™ y(x —mh). (2.51)

Alguns autores consideram a série apresentada na Eq.(2.50) um aparente paradoxo

ao que Leibniz referiu-se em sua carta a L’Hospital. (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Propriedade 2.7.1. Linearidade - A propriedade de linearidade da derivada fraciondria

¢ valida a partir (ORTIGUEIRA, 2011):
Dily(x) + g(x)] = Dgy(z) + Dig(w). (2.52)

Propriedade 2.7.2. Casualidade - Considerando, t = x € R, sendo que y(t) = 0, para
t <0, logo tem-se D3y(t) =0, parat <0 (ORTIGUEIRA, 2011).

Propriedade 2.7.3. Semi-grupo ou adi¢ao de expoentes - Se a« > 0 e > 0, entdo a
propriedade do semi-grupo € valida (ORTIGUEIRA, 2011):

(AR ATy (x) = (AT y) (). (2.53)

Propriedade 2.7.4. Mudanga de escala - Seja y(z) = g(ax), onde a € a constante. Seja
h = |hle? e a=l|ale®®. A partir da Eq. (2.51) tem-se:

(=)™ “ g(ax — kah)
m=0 m
Dgg(ax) = lim o
> o
(=™ g(ax — kah)
. m=0 m
- ilzlgtl) ah®

= a®Dg,49(T)|r=ac- (2.54)
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Propriedade 2.7.5. Tempo reverso - Se (x) € o tempo e f(x) = g(—x) usando a propri-

edade acima, entao:

ST ] oo+ kh)

m=0 m

Dgg(a‘r) = (_1)a}1lli>r(l) (_ha)

= (=1)"Dg,9(7)lr=—a- (2.55)

1sso significa que a reversao do tempo converte o derivado direto para trds e vice-versa.

Propriedade 2.7.6. Funcao de casualidade anti-casualidade - Seja f(t) =t para t > 0
e f(t) =0 para t <0, logo:

L(p+1) "

Diit) = v a5 1

, t>0. (2.56)

Para a fungao anti-causalidade g(t) = t? parat <0 e g(t) =0 para t > 0, dado por:

[(p+1) “°

DEf) = (-0t <O (2.57)

Propriedade 2.7.7. Se a > 0 e y(x) € Li(R), entao a transformada de Fourrier de A§
¢ dada por:

(FAMY) (@) = (1 = ") (Fy)(2). (2.58)

Em particular, quando @ = n € N, aplicando na Eq.(2.50) tem-se (ORTIGUEIRA,
2011):

n
n

(Afy)(x) == Z(—l)m y(x —mh), com x, h,€R. (2.59)

m=0 m

Definindo a diferenga finita Af(z) para a = 0, entao:

(ARf)(@) = [f(z). (2.60)

Prosseguindo com Eq.(2.49) tém-se as derivadas de ordem arbitrarias de Griinwald-Letnikov

y¢(x) e y¢(x), da direita e esquerda respectivamente.
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(@) (ARy)(z)
Yy (x) = hlgfrlo 1o (a>0). (2.61)
AO{
(@) = lim L2 @) (a > 0). (2.62)
h——0 he
através da Eq.(2.61), verifica-se a seguinte definigao:
1 [(a+ Dy(z — kh)
D“ = lim — —1)k 2.
y(@) = lim 52> (-1) T(k+D)(a—Fk+1) (2.63)

desde que o limite exista.

Utilizando a identidade:

[a+1)  T'(k—a)

e+~ T(a) (2:64)
o resultado de Eq.(2.63) é
D%(z) = lim F?:Zz) =0 Fl(fz__a?)f (x — kh). (2.65)

Quando « é igual a um inteiro m , a defini¢do Eq.(2.63) reduz-se a integral de ordem

m Ccomao:

m
D" f(x) = lim Z . f(x — kh). (2.66)

m
onde é o coeficiente bindmio usual.

O resultado Eq.(2.66) segue das defini¢oes classicas das derivadas f'(z), f"(x), - -,

respectivamente como:

(2.67)
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Do) — i T@ @) A )

h—>+0 h h—+0  h?

(2.68)

onde

A expressao (2.50) da diferenga de ordem arbitraria (A%y)(z) admite a fungao y(z)
é dada pelo menos no semi-eixo. Para a fun¢ao y(x) dada num intervalo finito [a, ], tal
diferenca pode ser definida como uma continuagao da fungao y(z) truncada além de [a, b]

(ORTIGUEIRA, 2011):

(Ai)@) = A )@) =D | |y -kh) mheRa>0 (269
onde
y = y(z), x € [a,bl, (270)
0, x ¢ la,bl.

Com isso pode-se reescrever a diferenca de ordem arbitraria Eq.(2.69) e termos da

fungao y(x), sendo que definidas da seguinte forma:

AS (@)= S (-1 Z y(x—kh), z€R h>0, a>0, (2.71)

I
—~
|
—_
~—

>

Ay y(z) y(x +kh), ze€R, h>0, a>0. (2.72)

A derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov é uma grande aliada na resolugao
de problemas numéricos. Destaca-se seu uso computacional, uma vez que, como ja des-
tacado, a derivada fracionaria pode ser calculada numericamente, devido a sua forma

explicita em fungoes dos valores y(x).
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Difusao Fracionaria

A difusao é um fené6meno comum na natureza e estd presente em quase todos
os campos da engenharia e ciéncia. Na natureza é um processo que tende a modificar o
sistema até que atinja o estado de equilibrio, sendo fundamental nos processos quimicos,
fisicos e bioldgicos (PEDRON;, 2015).

Ter uma compreensao de como procede tais fenomenos difusivos, € muito impor-
tante, pois dd condigoes de entender as causas do mecanismo e seus principios elementares.
Estes se caracterizam pelo funcionamento que consiste na movimentacao de particulas de
um meio com maior concentragao, para um com menor concentracao.

Isto é, as particulas se movimentam independentemente umas das outras
chocando-se frequentemente com as moléculas do meio em que estao inseridas, sendo
que dificilmente chocam-se entre si. A saber, tem-se o processo de difusao de substancia
através do meio, como uma gota de tinta que se dilui na agua, a fumaca se “espalhando”
pelo ar, um liquido evaporando no ambiente, dentre outros (PEDRON, 2015).

Como parte desse processo, além da difusao usual, existe também, a difusao
nao-usual conhecida como anomala, que tem como principal caracteristica, o crescimento

nao-linear da variancia, no decorrer do tempo. O seu marco inicial deu-se com o estudo

da difusao turbulenta realizado por Lewis Fry Richardson (1851-1953) (PEDRON, 2015).

3.1 Breve Historia

Tratando do contexto historico, o estudo da difusao foi de interesse de varios
pesquisadores, dentre eles, matematicos, médicos, bidlogos e fisicos. Portanto, os pes-
quisadores que contribuiram diretamente para o avanco da difusao foram: Jean Josph
Baptiste Fourier (1768-1830), Thomas Graham(1805-1869), Adolph Eugen Fick (1852-
1937) e Lewis Fry Richardson (1851-1953) (VIEIRA, 2010).

Os estudos dos processos difusivos foram iniciados pelo fisico Jean Josph Bap-
tiste Fourier (1768-1830), através da discussao de forma abrangente, sobre os aspectos do
fluxo de calor em corpos.

Em relacao ao trabalho realizado por Fourier, um dos mais importantes, dis-

correu acerca da propagacao do calor, contribuindo assim, para a formulacao da lei de

34
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propagacao do calor, sendo apresentada e intitulada Théorie de la Propagation de la Cha-
leur dans les Solides (1807), nesse periodo vérias teorias mecanicas/termodinamicas e
equagoes diferenciais estavam sendo formuladas (TATEISHI, 2010).

Além das contribuicoes conjecturadas, Fourier influenciou no desenvolvimento
de varios estudos na area da difusao, como na fisica, quimica e biologia. Alguns trabalhos
como: Die Galvaniche Kette intitulado por Simon Ohm (1787-1854), difusao dos gases e
difusdo de sais liquidos realizados por Thomas Graham (1805 - 1869), leis fenomenolégicas
realizados por Adolf Eugen Fick (1821 - 1901), tiveram a influéncia do autor referido.
(TATEISHI, 2010).

O primeiro estudo sistematico da difusao foi realizado por Thomas Graham
(1805 - 1869). O pesquisador nasceu em Glasgow, 1805 e foi o inventor da didlise, que
definiu como um método de separagao por difusdo, através de uma membrana.(1854)
(TATEISHI, 2010).

Graham realizou estudo sobre difusao de gases e liquidos, entre 1828 a 1833
e apresentou seus resultados a Sociedade Real de Edimburgo, em 1831. Através desse
trabalho, ele descobriu que quanto menos denso um gas, maior a sua velocidade de difusao.
Dessa maneira, com base nesse estudo, enunciou-se a Lei de Graham: As velocidades de
difusao de gases, nas mesmas condi¢oes de temperaturas e pressao, sao inversamente

proporcionais as raizes quadradas de suas densidades, isto é:

Vi dy
— =4/ . 3.1
v Va (3.1)

onde V] ¢é a velocidade do gés 1, V; é a velocidade do gas 2, d; ¢ a densidade do gas 1, ds
¢ a densidade do gés 2.

O pesquisador nao realizou somente uma experiéncia quantitativa de difusao,
mas, fez a primeira medicao confidvel que permitiu a determinacao do coeficiente de
difusao. Em consequéncia disso, varios pesquisadores foram influenciados, como Adolf
Eugen Fick (1821 - 1901) que estabeleceu o coeficiente de difusao, Maxwell (1867) que
calculou os coeficientes de difusao em gases e J. Loschmidt (1863) que realizou medidas
classicas na difusao, em um punhado de pares do gés, dentre outras. (GONZALEZ, 2006)

Graham realizou uma série de experiéncias de difusao em liquidos e notou que
esta ocorre em trés ordens de magnitude menor do que em gases e que a taxa de difusao
abrandou durante o tempo. (GONZALEZ, 2006)

Assim, sabe-se de outro pesquisador que contribuiu de modo significativo para
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o estudo da difusdo, o fisiologista alemao Adolf Eugen Fick (1821 - 1901). Antes de
ingressar na faculdade de medicina em Berlim, cursou dois anos de fisica na universidade
de Marburg, sendo um dos pioneiros a publicar um artigo na area da fisica médica, o
tratado Die medizinische Physik (1856). Em seu trabalho discutiu problemas biofisicos,
como misturar o ar nos pulmoes, o trabalho do coragao, a economia do calor no corpo
humano, a mecanica da contragdo muscular, e outros. (TATEISHI, 2010)

Além do trabalho brilhante na area da medicina Fick realizou étimas pesqui-
sas utilizando os fenomenos difusivos, no artigo Uber Diffusion (1855), consta citagdes a
trabalhos realizados por Graham com relagao a difusao de sais e Fourier sobre a conduti-
vidade e a lei de ohm (TATEISHI, 2010).

Ao longo de seus estudos, Fick afirmou que o fluxo de matéria é proporcional
ao gradiente de sua concentracao, com um fator de proporcionalidade k, que ele chamou
de “uma constante dependente da natureza das substancias”, sendo que ele despreza as
forcas externas que poderiam atuar no sistema, como a gravidade, originando a 1° lei de
Fick (TATEISHI, 2010).

No decorrer dos anos, pesquisas relativas a difusao foram evoluindo gracas
também, aos estudos desenvolvidos pelo cientista inglés, Lewis Fry Richardson, ma-
tematico, fisico, meteorologista, psicélogo e pacifista. Ainda que seu nome esteja ligado
a varios resultados relacionados na dinamica dos fluidos, na meteorologia e na andlise
numérica (VULPIANI, 2014).

Portanto, com base na Lei de Fick, Richardson propos a seguinte equagao para

a difusao turbulenta (TATEISHI, 2010):

0 0 9
5 D) == (D(f)@P(& t)) : (3.2)

Essa difusao turbulenta foi o marco inicial para realizacao de pesquisas e estu-
dos sobre a difusao anomala, a partir dai, diversos pesquisadores, tanto tedricos, quanto

experimentais, realizaram estudos nessa area. (TATEISHI, 2010)

3.2 Difusao Anémala

A difusao anomala tem como caracteristica, o crescimento nao linear da variancia
no decorrer do tempo, ou seja, a difusao sera considerada anomala se houver desvio no

comportamento, isto é, variacao no crescimento linear do deslocamento quadratico médio.
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O estudo da difusao anémala iniciou com Lewis Fry Richardson que realizou o estudo da
difusao turbulenta. Como resultado escreveu um artigo intitulado Atmospheric Diffusion
Shown on a Distance Neighbour Graph (1926). (PEDRON 2015)

Esse processo difusivo tem aplicacao em diversas areas tais como: Difusao em
plasma, difusao e fluidos turbulentos, transporte dos fluidos em meio poroso, difusao em
fractais, analise de histogramas de batidas do coracao em individuos saudaveis, entres
outros sistemas fisicos. (PEDRON 2015).

O comportamento anomalo tem por descricao o crescimento da variancia, sendo

que pode ser descrito por uma lei de poteéncia. (GONZALEZ, 2006):
(Az)?) ~ at?, (3.3)

Algumas classificacoes, se § < 1 o processo é subdifusivo, se § > 1 o processo é
superdifusivo, se f = 1 descreve uma difusao padrao.

Desse modo, a difusao anomala possui em seu sistema diversas caracteristicas,
por exemplo, ela pode nao ter uma variancia finita, do tipo Lévy, mas também, pode
apresentar um segundo momento finito, no qual pode-se citar a descricao dos transportes
no meio poroso. (GONZALEZ, 2006)

Sabe-se que a principal propriedade da difusao andémala é o crescimento nao
linear no tempo do deslocamento quadrético médio (leis do movimento browniano). Para
descrever esse tipo de difusao utiliza-se como modelagem as derivadas fracionarias na

equacio de difusio usual (GONZALEZ, 2006).

3.3 Equacao de difusao em meio poroso

A equacao de difusao em um meio poroso foi inserida no século passado, em co-
nexao com a fisica, pelo cientista francés Jean Valentin Boussinesq. O autor foi o primeiro
a propor a equacao de difusao, num meio poroso, através de um modelo matematico para
um processo fisico. Precisamente para calcular a altura do monticulo de agua na infil-
tragao de aguas subterraneas. Ele usou como lei, o fluxo béasico proposto por H. Darcy
em 1856, nesse caso com m = 2.(VAZQUEZ, 2007)

Em 1930, a equagao de difusao em meio poroso aparece novamente, desta vez
para m > 2 no estudo de gases num meio poroso, ligados a extragao de petrdleo, nos tra-
balhos de dois engenheiros, o russo L. Leibenzon e o americano M. Muskat (VAZQUEZ,

2007). Em 1948 o problema de infiltragao de dguas subterranea em meio poroso foi reali-
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zado por Polubarinova- Kochina, onde propos uma solucao de similaridade que melhorou
o conhecimento de solugoes especiais e seu papel na propagacao finita (VAZQUEZ, 2007).
A equagao no meio poroso é dada por (VAZQUEZ, 2007):

0 m
au(;pj) = A(u"(x,t)), m > 1, (3.4)

onde u(z,t) é uma funcdo escalar nao negativa do espaco * € R e tempo t € R, A = A,
representa o operador de Laplace (VAZQUEZ, 2007). E um grande exemplo de equagao
diferencial parcial nao linear. Em particular quando para m = 2 obtém-se a equacao
Boussinesq. Outras aplicacoes que surgem desta equacao sao fluxo de gés através de um
meio poroso (Equagao de Darcy-Lubenzon-Muskai), o modelo de transferéncia de calor
nao linear (Equagao de Zeinovich-Raizer), o fluxo de dguas subterraneas descritas pelo

modelo de Boussinesq, dentre outras (VAZQUEZ, 2007).

3.3.1 Fluxo de gas através de um meio poroso

De acordo com Leibenzon e Muskat, o fluxo de gas num meio poroso pode ser
formulado de um ponto de vista macroscépio em termos da densidade de variaveis que
serd representado por p, pressao serd dada por p, velocidade serda dada por V', que sao

fungoes relacionadas ao tempo. Em decorréncia disso esses valores estao relacionados
pelas seguintes leis (VAZQUEZ, 2007):

(IT) A equagao de continuidade na mecanica dos fluidos que é dada por:
ep+ V.(pV) =0, (3.5)

Nesse caso, ¢ € (0,1) representard a porosidade do meio e V é operador de di-
vergéncia.

(IT) A dindmica dos fluxos através de meios porosos ou lei de Darcy;
uV = —KVp, (3.6)
(ITT) Equacao de estado, para gases perfeitos;
p="pop’. (3.7)

Aqui o v é o expoente politropico, isto é seus valores sao 7 = 1 para processos

isotérmicos e 7 > 1 para adiabaticos (VAZQUEZ, 2007).
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Supondo que os parametros p (viscosidade do fluido), € (porosidade do meio), k
(a permeabilidade do meio) e py (pressao de referéncia) sao positivos e constantes, pode-se

reduzir as Eq.(3.5), Eq.(3.7) para a seguinte forma (VAZQUEZ, 2007):

pt = cA(p™)m, (3.8)
com expoente m =1+ e
Ykpo
c=—. 3.9
(v + Dep (39)

3.3.2 Transferéncia de calor nao linear

Outra aplicagao importante é a propagacao de calor com a condutividade térmica
dependente da temperatura, a equagao geral que define tal processo é dada por (VAZQUEZ,
2007):

T
cp%—t = div(kVT). (3.10)

Em que T é a temperatura, c o calor especifico, p é a densidade do meio (que pode
ser um sdlido, fluido ou plasma) e k é a condutividade térmica. Todos esses valores sao
funcoes de z € R3 e t > 0 t € R (VAZQUEZ, 2007).

No caso em que as variagoes de c, k, e p sao despreziveis adquirindo a equagao
térmica classica, porém quando o intervalo de variacao das temperaturas é muito grande

(centenas ou milhares de graus), tal suposi¢ao nao é muito razoavel.

3.3.3 Fluxo de agua subterranea (Equacao de Boussinesq)

A seguir um problema relacionado aos liquidos, trata-se da infiltracao de um liquido
incompressivel (geralmente dgua), através de um meio poroso, em que tem como principal
problema, a infiltragao de agua subterranea. Este modelo foi desenvolvido pela primeira
vez por Boussinesq, em 1903 e esta relacionada com a motivagao original de Darcy, como

foil dito anteriormente.
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A equacao de Boussinesq é dada por (VAZQUEZ, 2007):
he = k(h?) o (3.11)

com a constante k = pgk/2my, sendo um particular caso da equagao de difusdo num meio
poroso com m = 2, h é altura da camada, essa é a equacao fundamental da infiltracao
subterranea.

Quando existe uma entrada de dgua no meio poroso (por recarga natural ou
artificial), ou uma saida (por sumidouros ou bombeamento), a equagao assume a forma

completa (VAZQUEZ, 2007):

hy = kA(h?) + f. (3.12)

onde a funcdo f(z,t) reflete esses efeitos conhecido como fungao fonte ou absorvente

(VAZQUEZ, 2007).

3.4 Difusao nao linear fracionaria

Nesta secao realizou-se um estudo sistematico sobre a equagao de difusao nao
linear fracionaria. Esta equagao tem sido aplicada no estudo da difusao fracionaria no
meio poroso, dai a origem da nomenclatura equacao de difusao no meio poroso, usada por
diversos pesquisadores. A equacao tem por objetivo descrever o comportamento andomalo
da difusao associados aos efeitos de memoria e distancia que sao descritos pelas derivadas
fracionarias.

Os dois casos que envolvem o comportamento anéomalo e os operadores fra-
cionarios sao: difusdo em meio poroso com derivada fraciondria nao linear temporal e

difusao em meio poroso com derivada fracionaria nao linear espacial.

3.4.1 Difusao em meio poroso com derivada fracionaria espacial

Nesta secao objetivou-se verificar os efeitos de distancia na equacao de difusao
fracionaria em meio poroso, usando um operador conhecido como Laplaciano fracionério.
Este operador é baseado nas derivadas fracionarias de Riesz, definidas a partir dos poten-
ciais de Riesz.

Os potenciais de Riesz, foram definidos por Marcel Riesz (1886-1969), ma-
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tematico austro-hungaro, nascido em Gyor, hoje na Hungria, ele foi criado no ambiente
de resolugao de problemas do ensino da matematica. Destacou-se neste meio e ganhou a
competicao Lorand Eotvos em 1904, estudou na Universidade de Budapeste e foi influen-
ciado por Lipot Fejér. Realizou pesquisas sobre problemas da teoria da série. O principal
trabalho de Marcel foi na drea de andlise funcional, as equacoes diferenciais parciais, fisica
matematica, teoria dos nimeros e algebra (RIESZ, 1988).

Marcel Riesz propos uma modificacao no nicleo de uma transformacgao inte-
gral, ao estudar potenciais de energia apresentou a transformacao do tipo poténcia. Ao
invés do conhecido nicleo de Fourrier, ele acreditava que em alguns fenomenos, como
o comportamento (decaimento ou distribui¢ao) nao era de ordem exponencial (RIESZ,
1988).

Uma das principais propriedades da derivada fracionaria de Riesz é a sua trans-
formada de Fourier definida no capitulo 2.

As solugoes de similaridade da equacao fraciondria espacial em meio poroso

baseado na expressao a seguir (HUANG, 2014):

%u(m,t} = A2y (2, 1). (3.13)
com 1 < a < 2. As solucoes de similaridade estao relacionadas aos grupos de simetria
da escala de equagoes diferenciais parcial, levando esta equacao em uma outra variavel de
similaridade, que é invariante em escala.

Os tipos especiais de perfis de similaridade sao proporcionais a (R?+ |y|?) ™ ou
(R*+|y|?)+q, para R > 0 e ¢ > 0. Com isso a Eq.(3.13) pode ser descrita da seguinte forma
(R? + |y[»)~Y/1=™) para m € (%,1) ou (R? + |y|*)Ym=Y para m > 1 (HUANG,
2014).

Derivando os perfis de similaridade faz-se uso de algumas propriedades da
funcao hipergeométrica e seus Laplacianos fracionarios, mas utiliza-se o principio da con-

servacao das massas para determinar os perfis de Barenblatt (HUANG, 2014). Se u(z,t)
é a solugao de Eq.(3.13)assim é Thu(x,t) = ANPu(Nz, \t) com

1

5:N(m—1)+2s'

(3.14)

Isso implica nas solucdes de similaridade da forma u(z,t) =t V?®(y) com y = 2t~ 3,
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onde o perfil de similaridade ® satisfaz a equagao (HUANG, 2014):

(—A)*P™ = BV.(yd). (3.15)

Teorema 3.4.1. Para cada s € (0,1), a Eq.(3.15) admite solugdo de similaridade u(z,t) =

1
t=NB®(xt=B) com perfil especial ®(y) = MR? + |y|*)™ (¢ > 0) e § = N(m —1) 125
N+2-2
somente quando m = # Correspondente a solugao similaridade
N + 2s
w(w,t) = MNP(R2 + |at=F|2) s N/2, (3.16)

é uma solucao classica em (0, 00) x RY com u(x,t) — M§(x) como t — 0 para M > 0
(HUANG, 2014). Derivando o perfil Barenblatt, tem-se (HUANG, 2014):

r + s)I'(X + N N 2
(~ayap = xR Y (g s s S0,
2

I'(mg)I'(%) 2 727 R?
(3.17)
N N oyl . - o
onde o F} | mq + s, 5 + s; 5 T é a funcao hipergeométrica. Por outro lado
_ N N yP
(y@(Y)) =ANRLF (¢, =+ 1, — —=- ] . 1
V() = AR (0.5 + 1 B.15)
Como resultado, a Eq.(3.15) reduz-se & identidade
N NP N NP
o F1 (mq—l—s,g—l-S;?;—ﬁ =2 q’5+1;§;_ﬁ ; (3.19)
e a equagao algébrica
I'(mg+ s)D(5 +
amgzs pr2-mg LA+ VG £8) g ooy, (3.20)

N N
Com 5 tseg+ 1 em Eq.(3.19), entao:

N N
mq+3:§—|—1,5—|—s:q. (3.21)
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ou

,q= = +s. (3.22)

Simplificando a Eq.(3.20)

L(L +5s)
)\l—mR2—2s — 223—1 2 ) 323
b & +1-ys) (3.23)
Juntamente com a condi¢ao de massa total
y s L(s)
M= [ ®(y)dy=Ar?R>—2" 3.24

sendo que esses parametros A e R sdo determinados de forma exclusiva (HUANG, 2014).
Quando m = 1 e s = 1/2, o perfil correspondente é o kernel de Poisson. As novas solugoes

acima podem ser vistas como um ramo continuo do ponto s = 1/2 para todo o intervalo

s € (0,1) (HUANG, 2014).

3.4.2 Difusao em meio poroso com derivada fracionaria tempo-

ral

O modelo de difusao com derivada fracionaria temporal é baseado nos traba-
lhos de Djordevic e Atanocovic (DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008), L.Plocinzak
e H Okasinra (PLOCINICZAK, 2013). O primeiro apresenta duas solugoes explicitas e
uma numérica para investigacao do comportamento anomalo, considerando a derivada
fracionaria no tempo. O segundo artigo desenvolve métodos numéricos e obtém solugoes
aproximadas que descrevem o comportamento de um problema experimental de difusao
como pode ser visto com detalhes em seu artigo (DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008).

A equagao de difusao fracionaria temporal é considerada da seguinte forma:

0 [um(x,t)gu(x,t)], 0< /<. (3.25)

Dlu(x,t) = B pe

assim, u(x,t) é a concentracao da substancia, Df representa a derivada fraciondria de
Riemann-Liouville.
As solucoes de similaridade da equacao de difusao fracionaria temporal da

Eq.(3.25), que sao definidas como solugoes analiticas da forma:
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u(z,t) =t*U(n), n=at? (3.26)

onde a,b € R aplicando na Eq.(3.25) com as condigdes iniciais u(z,0) = 0. Aplicando a

derivada de Riemman-Liouville em Eq.(3.26) tem-se:

10 [ _
DPu(x,t) = WQ/O (t — s)Pu(z, s)ds
- ﬁ%/o (t —s)Ps"U(xs~b)ds. (3.27)

s
Para reescrever a Eq.(3.27) foi realizada a seguinte mudanca de varidvel 7 = n entao:

Dlu(x,t) = ﬁ% [t“ﬁﬂ/o (1—7)PrU(nr=)dr| . (3.28)

Para simplificar foi utilizado operador Erdélyi-Kober F ﬁ(a’b):

1
(azb) — 1 _ *ﬂ a —b
Fy U(n) —F(l—ﬁ)/o (1 —7)"PrU(nT°)dr, (3.29)

Entao:

0 0 0

_ a—p+1 (a,b) _ a—p+1 (a,b) a—p+1 7 (a,b)

o | U] = 2 () EU )+ e (FU ).

d

_ a—p rr(a;b) a—p — (a,b)
= (1= B+a)t" "F"U(n) +t (bt l)d_nFﬂ U(n)
= |(1 op-L| pleoy 3.30
= (1-B8+a)— nd—n 5 U(). (3.30)

Diante disso o lado direito da Eq. (3.25) é da seguinte forma:
0P 9% d d
——u(r, t) = ¢t [ gmn) —U 3.31
55 (1) a7 (n) i (n) ), (3.31)
em que a derivada em relagao n na Eq. (3.25), obtendo a seguinte forma:

ja 4

d
2= | (1~ 6 —a) —bn%] F§PU(y) = 12+ be

(vmmEum),  (3.32)
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Impondo a invariancia na variavel ¢, se obtém a seguinte relagao:

a—pF==2b+(m+1)a
a—pF=-=-2b+am+a
B —2b+ma=0. (3.33)

Onde tem a seguinte equagao:

((1 —B—a)- bnd%) F3U(n) = d% (Um(n)%U(nO :

(3.34)
Admitindo a condicao obtém-se:
_B=2  (m+1)B-m
Q=S b= (3.35)
e pode-se reescrever a Eq.(3.34) da seguinte forma:
d ab o d s d
(-o-mg) v = ag (vroguw)
d ab _d o d
o (Fmrrvm) = (0w )
a,b _ m d
(-wrztvm) = (v v
U (n)F5°U(n) = U'(n)
U'(n) = R(nUFg). (3.36)

isso implicard em uma equagao de primeira ordem.

3.5 Aproximacoes Numéricas para uma Equacao de

difusao fracionaria nao-linear

Para uma solucao numérica com problema de difusao nao linear fracionério, inici-

almente, aplica-se o0 método de similaridade na equacao a seguir:

DPu(z,t) = %[um(x,t)%u(x,t)], 0<pf<I. (3.37)

A solugdo numérica para a equacao de difusdao nao linear, estd associada a
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Eq.(3.36). Para isso, se faz necessario discretizar o operador fraciondrio de Erdélyi-Kober

(E-K).

3.5.1 Discretizacao do Operador Erdélyi-Kober

O operador integral fracionario Erdélyi-Kober (E-K) é definido da seguinte forma

(PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

1 t

Fope ylx) = —/ (1—s)"ts%y(sYx)ds, = € (0,X), (3.38)
I'(b) Jo

em que os calculos numéricos decorre da transformacdo de t = s/ feita na Eq.(3.38),

isso leva a representacao do operador de Volterra (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

—c(a+b

) x
Fope yla) = < / (2¢ — ¢°)b= Ll D=1y () g (3.39)
0

I'(b)
Para fazer a discretizagao do operador E-K aplicou-se a regra de quadratura,
aproximando a fun¢ao y e nao o resto do integrando. Permitindo realizar uma parte
do céalculo minimizando analiticamente o erro de discretizagao. As regras de quadratura
utilizadas sdo: retangulares, ponto médio e trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK,
2017).

0=51<581<83<---<8,=1. (3.40)

Para tal, maz;(s;41 — s;) — 0 a medida que a grade é refinada, isto é n — oo.

Neste caso nao é necessario discretizar a variavel z. Entao:

n—1 .
1 st -1 _a c
Fue (@)= g - [ (1= 9 syl eayas, (3.41)
=0 v 5

Considerando a seguir algumas formas de aproximar o valor de y em um subin-
tervalo [s; — s;;1], aplicou-se a regra de quadratura escolhida na funcio Y (s) := y(s'/’z)
para os valores fixos de = e ¢ (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

1) Regra retangular (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): a cada subinter-

valo, construir um retangulo aproximado com a altura igual a Y'(s;). Por L!, = denomi-
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nando o operador que da a discretizacao de Fy ;.. Sendo dada da seguinte forma:

n—1 ) n—1
1 si+1
Loadla) = g SolsHfea) [ (1= o) hstds = v bin(s! ). (42
=0 si i=0
definindo os seguintes parametros:
1 Sit1 B(sit1;a+1,b) — B(s;;a+ 1,b)
"(a,b) = —— 1 — §)%s%ds = 4
b= [0 i G

em que B(s;11;a+1,b) é a fungao beta incompleta (LUKE, 2014). No caso em que a = 0:

(1 - Si>b - (1 - Si_l)b

R V(R S))

(3.44)

2) Regra do ponto médio (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): a altura do
retangulo aproximado é Y (s;41/2), onde (S;11/2) := (841 +5;)/2. A discretizagao da regra

do ponto médio é a seguinte:

(2

si+1 n-1
Lise ¥@) = 55 y(s;1S ) / (1—s)"'s%ds =D vf(a,b)y(s}) 7). (3.45)
Si i=0

I
o

onde os parametros v"(a, b), sdo os mesmos da regra retangular.
3) Regra trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): para a regra tra-
pezoidal, ao aproximar a fungao Y pelos segmentos de linha, isto é, Y'(s) ~ [(Y(s;41 — Y (s:))) /(Siz1 —

si) + Y (s;) em [s;, s;+1) (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017). Isso d& a seguinte discre-

tizagao:
n—1 1/c 1/c si4+1
1 y(sie) —y(sife) [* _
L. ylx) = A A 1—5)"1s%(s — s;)ds
sedle) = TR [ s -
si+1
- y(szlfx)/ (1—s5)"'s"ds
n—1 '
= Y vl(a, b)y(s;/x), (3.46)
i=0
onde os pesos trapezoidais sao definidos por:
BO) 1= O;
vi(a,b) = A1+ B;, 0<i<mn; (3.47)

An717 L= n;
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L'(b) Sit+1 — S;
1 d;B(a+2,b) — s;0;B(a+1,b)
B, = —— (8:B(a+1,b)— 4
i ) <52 (a+1,b) p— (3.48)
em que,
0;B(a,b) :== B(si11;a,b) — B(s;;a,b). (3.49)

/

. . . ~ 1 ~
Ao avaliar as discretizagoes y em um ponto s;’“z, que depende do parametro c e

do intervalo [0, 1] (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

O=ty<ty <tlog<- -+ <t <t,=cx (3.50)

Aplicando para integral E-K na Eq.(3.39),

foc(a+b) n—l a4 - N
Fuse (@) i= S 3 [ (@ = ey, (351)
i=0 Yl

e aplicando as interpolagoes na funcao y.

Regra retangular (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): ao aproximar y em
[Yi, Yit1) Por y(t;) e obtém-se:

cqp—clatb) 171 titl
OB > y(t) / (2¢ — t€)> el D=1, (3.52)
t;

1=0

Kg,b,cy(a:) =

ao aplicar a mudanca de variavel s = (t/x)¢, obtém-se:

1 nt (tiv1/)° n-l
K, y(w) = == Zy(ti)/ (1—s)""s"ds = Y wj(a,b,0)y(t:),  (3.53)
; () i=0 (ti/x)° i=0

onde

Bltiar/2)5a + 1,5) = B(t:/w) a0+ 1,0)

) : (3.54)

w; (a,b, o) 1=

no caso em que a = 0, tem:

(1= (t:/2)°)" = (1 = ((tiya/2)")) (3.55)
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Regra do ponto médio (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

—_

n—

1

Labcy( ) = F(b)

(tisa/2)° . n
y(fz'+1/2)/ (1—s)""s%ds =Y wi(a,b,c)y(titys), (3.56)
(ti/z)° —

1§
=)

A

onde os parametros sdo iguais aos da regra retangular dados na Eq.(3.54).
Regra do trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): ao utilizar o
polinémio Lagrange de primeira ordem para aproximar y(x) para cada intervalo [t;, t;11],

Ley(t) =~ [(y(tit1) —y(t:))/(tizs — ;)] (t—t;)+y(t;) o que nos da a quadratura trapezoidal

K poy(x Zw (a,b,c)y (3.57)

onde os pesos sao definidos por:

D07 Z:O,
wi(a,b) == Ciy+B;, 0<i<n; (3.58)
CTL—17 Z:n

com
o = 1 zA;B(a+1/c+1,b,¢) —t;A;B(a+ 1,b,¢)
' L'(b) tiy1 —t; ’
B, — ﬁ <AiB(a 1bo) - zA;Bla+1/c+ Zicz;tiAiB(a + 1,0, c)><3'59)
em que:
AiB(a,b,c) := B((tiy1/x) a,b) — B((t:/x)%; a,b). (3.60)

Lema 3.5.1. Para a,b € R e ¢ > 0 tem-se (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

I1B(%,c), a>0eb>0;

Inn, a=0eb>0;

122t s\t i\t A lUnn, a>0eb=0;

26 (-G) - 5o
ey n n (1—an™ a<0eb>a;

A1 —=b)nt, b<0ea>b

L+ A —a)n™ a=0b<0,
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como n — oo, prova em (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Lema 3.5.2. Param >1. Se =1 <a<m—1ou0<b<m, tem-se:

n—1 —(k+m—1 _ .
1 0(n , a>m—1eb>m;
T, = oy E 'y(%)c(az) = ( ) (3.62)
i=1 O(n~*+H-1 T<a<m—1ou0<b>m;

i1
como n — 00, onde § :=min{a+ 1,b} eo; € (E,H_
n

). Sendo que T,, = 0(n=* =) com
n — oo, prova em (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Teorema 3.5.1. Erro de discretizacao - Para cada regra de quadratura foram fizados
os valores a, b, ¢ > 0 sendo que y € C*(0,X). Entao para um valor fizo x € (0,X)
0s erros de discretizacao correspondem ao operador Fi ;. tem o sequinte comportamento
assintotico como n — oo, logo (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

1) Regra Retangular

n'B (L +a,b), T+a>0;
: I’y/ O'I/C.’L'
Fope y(x) - La,b,cy<$) ~ Eﬁ n~tn n, % +a=0;
n-(+eta)c (1-1-a), T+a>0;
1 X
Fa,b,c y(SC) - Kg,b,cy<x> ~ EQF—@yI(T)B(a + 17 b) (363>
2) Regra Trapezoidal
Fa,b,c y(l’) - Lz,b7cy(x) ~
n?B(l+a-1), ITta>0;
"olg
— (% - 1) y1érfb)) n='n n, % +a=0
poUtetac (2 -1 ), I+a>0;
2,11 ox
_n_12X1?2JF§b) 'Bla+1,b);
1 22
Fope y(2) = Koy oy(a) ~ y"B(a+1,0). (3.64)

2 120(b)
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3) Regra do Ponto Médio

O(n=?), a+i>1eb>1;
Fope y(@) — Lgh e y(x) = § O(n=2Inn), a+i=1oub>1; (3.65)
O(n—(1+min{b,a+%})), —1l<a+ % <loulO<b<l1
. O(n™?), a+it>1leb>1;
Fa,b,c y(ZL‘) - Ka,b,c y(l‘) = ) L (366)
O(n~(+mindbatsh), —l<a+i<lou0<b<1

Os valores, o € (0,1) e T € (0,x) dependem dos parametros a, b, ¢ func¢ao y e podem ser

diferentes para cada discretizacao.

Prova 3.5.2. Prova do teorema 1 para a regra retangular: Considerando a discretizacao
retangular do operador Ly, , . definido em na Eq. (3.42), aplicando na série de Taylor para

s € [si,si+1) eo € (s, 8i11)-

1 1 T 1_1 1

y = (sew) = y(sf) + EU; y'(ofx)(s — si), (3.67)
com isso, entao:
Fapey(r) ==Ly y(x) + R, (3.68)
onde
e 1 L ostoa
R — EW;/ ot (of ) (1 — 8) 1 s%(s — s1)ds. (3.69)

Com o valor fizo de i para a sequinte func¢ao auxiliar:

Flz) = / (1= )L (s — s,)ds. (3.70)
Utilizando o teorema do valor médio, e somando as integrais (verifica-se que (s — s;),

sendo que s € (S;, S;41 nao se altera), logo:

1
c

1
o Flsin), (3.71)

. zy’(afﬂc) <
¢ T'(b) —
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para o € (0,1). Ao definir a integral F', sendo feita em termos da fun¢ao beta, recuperando
o comportamento da ordem principal para n — 0o. Desenvolvendo F na série Taylor
nota-se que F(s;) = F'(s;) = 0, com isso foi determinado s = s;41 para 1 < i <n—1

entao:

2

1 1 .a d 1 a Si+1 — S; 3
F(siy1) = 5(1 — 51) " s (8141 — 8i)? + e [(1—5)""s"(s — Si)}szai (811 = 51)°

. (372)

: L . 1
Para o ponto intermedidrio o; € (8; + Siy1), pois, Siy1 — S; = —, pelo Lema 3.5.1 tem o
n
primeiro termo na formula acima que € 0(n~2) e mostrando que o sequndo termo é de
ordem superior.Ao desenvolver a derivada para obter:

d> 1

" / 1
@ [f)/a,b,c(s) (S - Si)]s:ai W = (f)/a,b,c(o-ixai - Si) + 27a,b,c(o-i)) %7 (373>

1_
€M queé, Yabe *= (1 - Sc>b_18a7 s € <071)7 (Z,b S R? c > 0; mUlmpl’lCCLndO por O'ic ' e

somando 1 <i<n—1 tem:

n-l1 n—1
L s & 1 =1
% Zz:; o, @ [’Va,b,c(S)(S - Si)]s:oi < @ lz:; o; |7a,b,c(ai)| +

n—1
2 14
R > of Hapeloi)l. (3.74)
i=0

De acordo com o Lema 3.5.2, no lado direito tem (n —1) (comk =2, m=2em =1
para a primeire e sequnda soma, respectivamente). Em consequéncia disso a partir do

restante da Eq.(3.72), conclui que:

n'B(L+a,b), Lta>0;

zy (o'/ex)
R~ 22 2N ) 1 —0
TN n"ln n, . ta=0;
noUterac (1 -1 —q), Ita>0;

onde o Lema 3.5.1 foi usado na determinacao da forma assintdtica da série (o termo
i =0 em Eq.(5.71) desaparece devido a convergéncia de integral).
O erro de discretizagio para o sequndo método (Eq.3.53) pode ser obtido em uma

situagdo. No sequndo momento do operador F,. (Eq.3.51) substitui y em t =t;, para a
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série de Taylor obter:

cxfc(a+b) n—1 , t;+1 - Hot .
Fapcs(@) = Kipo(n) + == 2_v/(m) [ et
i=0 ti
= Kgp.y(x)+ P, (3.75)

onde o teorema do valor médio e definir o restante em P". Introduzindo a funcdo auxiliar:
G(z) := / (z¢ — t)P~Leelat D=1 _ ) dt, (3.76)
t;

substituindo na série de Taylor-Lagrange em t = t; e avaliado em t = t; 4

c cla $2 d2 c c — cla — K
G(tz’—H) ( _ )b lt (a+1)— 12n2 ﬁ [(l’ — )(b 1) gelatl) l(t . tz)} |t:n@; (377>
usando ti 1 —t; = :U/n Logo tem:
d2 c\(b—1)4c(a —c)+c(b—a d2
%[(x — o) (b= Dgelat =14 t)} 1=y, = 22070+ )@
X [ye(a+1) = 1,b,c (L )(——;’)L r (3.78)

ei/n < t/x < (i +1)/n portanto, pelo Lema 3.5.2, mostrando que o sequndo termo é
derivada de ordem superior ao primeiro. Inserindo a equacao acima na definicao de P,
logo:

1 =z

Pl gV () Bla 1) (3.79)

com n —» oo. Finalizando a prova para a regra retangular (PLOCINICZAK; SOBIE-
ZFEK, 2017).

Observe que a discretizagao realizada por L é sempre inferior ao operador K,
que ¢é evidente ao valor ¢, isso para as regras retangulares e trapezoidal que perdem a
taxa de convergéncia para ¢ —14+a < 0 ou ¢ — 1 +a < 1, respectivamente. Além disso, a
regra do ponto médio sofre de uma singularidade do ntcleo, mesmo para a discretizacao
do K. Ou seja, ela (regra do ponto médio), perde sua taxa de convergéncia se 0 < b < 1.
No entanto, a maior vantagem desse método reside na simplicidade inquestiondvel da
implementacgao. Logo em seguida é apresentado um corolario do Teorema 3.5.1. A partir
da inspecao de sua prova, pode-se observar que a continuidade das derivadas de y implica

em limites em [0, X]. Isso nos permite escrever limites uniformes para os erros.
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Corolério 3.5.3. Os wvalores a,b,c sio fizos, com isso foi definido que y € C*(0,X).
O walor de M ¢é denominado comum para y' e y", i.e |y (x)] < M ey’ (x)] < M para
x € (0,X). A sequir tém os sequintes limites uniformes sobre os erros de discretizagao,
para as regras de quadratura: retangular e trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK,
2017).

1) Regra Retangular

n'B(L+a,0), Tta>0;
|Fa,b7c y(.T) - Lz,b,c y(x)| < Ei nillnn, 1 +a=0; (380)
¢ 2T (b) :
n—(1+%+a)C (1 _ % _ a) : % +a>0;
) 1 X
| Fape y(z) — Ka,b,c y(r)| < ;T@MB(G +1,b). (3.81)
2) Regra Trapezoidal
4
n?B(+a-10), I+a>0;
z (1 ) M —1 1
: re) | lnn, Lta=0; c#1;
|Fape y(x) = Liy . y(x)] < )
0t (2 -1 —a),  [Ha>0;
2
\#éF%)B(OH‘ 1,b),

1 X
Fope - K! < —=——MB 1,b). 3.82
Fuse 9(0) = Kby y(0)] < ggresMBla+ 1,0 (352)

Algumas simulacoes foram feitas para mostrar numericamente o teorema, com
isso verificou-se a constante de erro para as regras trapezoidais e retangulares. Utilizando
y(z) = x no primeiro momento e y(z) = = ou y(xr) = z%/2 para o tltimo, essas fungoes
foram escolhidas, por que apresentam uma derivada constante independentemente do
ponto em que ¢ avaliada. As Fig.(3.1) e Fig.(3.2), mostram esse resultado. Os gréficos
representam a seguinte propor¢ao como uma funcao de n diferente para cada uma das
discretizacoes. Por exemplo:

|Fape y(x) = KLy y(2)]

2F(b)nB(a +1,b)




3.5 Aproximacoes Numéricas para uma Equacao de difusao fracionaria
nao-linear 55

Figura 3.1: Relacao da Regra Retangular
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Para a regra Retangular utiliza-se os seguintes parametros a = 0.5, b = 1.5 e

c=0.5e X =1, em fungao de n, onde a relacdo utilizada foi as Eq.(3.80) e Eq.(3.81).

Figura 3.2: Relacao da Regra Trapezoidal.
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Para a regra Trapezoidal faz o uso dos seguintes parametros a = 0.5, b = 1.5 e

c¢c=0.5e X =1, em fungao de n, onde a relacao utilizada foi as Eq(3.82) e Eq(3.82). Em

geral as expressoes acima devem se aproximar de 1 para n grande.

3.5.2 Solucao numérica para equacgao de difusao fracionaria nao

linear

Considerando a equag@o integro-diferencial Eq.(3.36) (PLOCINICZAK; SOBIE-
ZEK, 2017):

/

Yy = f(@,y, Fapey), ¥(0) =yo, x€(0,X). (3.84)
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sendo que a funcao f é Lipschitziana continua em relagao ao terceiro e segundo argumento,
isto é

|R($,U,p) - f(l’,U,p) < L1|U - U|7

|f<I,U,p>—f(I,U,q) §L2|p_Q|7 (385)

para algumas constantes L; o > 0. Para provar os resultados a condicao de regularidade
em f tem que ser considerada, ou seja,

f € C*(R?). (3.86)
que sera necessario para usar estimativas no erro de discretizacao da quadratura tra-
pezoidal. Verifica-se que Eq.(3.85) implica em Eq.(3.86). Para encontrar uma solugao

numérica da Eq.(3.36), tem-se o seguinte esquema de diferencas finitas que associa com a

discretizacao de Fj; . quanto a equacao integro-diferencial,

h
Ynt1 = Yn + = (f(Tn; Yn, Ké,b,cyn) + R(Tpi1, Ynt1s Kz,b,cyn+1))7

> (3.87)

Kt

Dessa forma, o operador de discretizacao K , .

foi definido em Eq.(3.57). A grade
uniforme x,, = nh, onde h = X/N para 0 <z < X e N € N. Além disso, as aproximagoes
numéricas sao definidas como usual y, ~ y(z,), onde é a solucao de Eq.(3.36).

A ilustragao Fig.(3.3) mostra a interpretacao de geométrica do que foi explicado, sendo
que o método trapezoidal foi utilizado com os seguintes parametros, a = 0.5, b = 0.5,

B =10.5,0.6,1.

Figura 3.3: Esboco que ilustra o Regra Trapezoidal.
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Teorema 3.5.4. (Erro de Trucamento) Suponha que R satisfaz Eq.(3.86) para x € [0, X].
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Entao, paraa > —1eb >0 ec >0, o erro de truncamento local para o método diferencas

finitas da Eq.(3.87) é O(h®) como h — 0 (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Além do erro de trucamento, observa-se que o método numérico da Eq.(3.87) é con-

vergente para a solucao exata integro-diferencial Eq.(3.36), sendo convergente para b > 1.

Teorema 3.5.5. (Convergéncia) Suponha que f satisfaca a Eq.(3.86) para x € [0, X].
Entao, paraa > —1,b> 1 ec >0, o método de diferencas finitas Eq.(3.87) é convergente
de sequnda ordem isto, é, (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017)

ly(2,) — yu| = O(h?) as h — 0 com nh = const. (3.88)



4

Difusao Fracionaria nao-linear com

reacao € conveccao

Neste capitulo, realizou-se um estudo sistematico de difusao nao linear fracionaria
e solucoes do tipo ondas viajantes, com propagacao finita. Estas vém sendo aplicadas em
diversas areas tais como: Infiltracao de aguas subterraneas no solo, transporte anomalo em
sistema desordenado, processos nao markivianos envolvendo proteinas, transporte de gases
num meio poroso, padroes por colonias bacterianas, transferéncia de calor, combustao,
reacao quimica, dinamica do fluido, fisica de plasma. No processo de difusao foi associado
mais dois fenomenos: conveccao e reacao. Ambos importantes, pois em geral aparecem

de forma natural associados a esse tipo de processo (GILDING; KERSNER, 2012).

4.1 Difusao fracionaria nao-linear com reacao e con-
vecgao

Gilding e Kersner apresentam em seu livro (GILDING; KERSNER, 2012) um
estudo sobre solugoes do tipo ondas viajantes com propagacao finita, para equacao de
difusdo com conveccao e reacao de ordem inteira apresentando uma série de solugoes
analiticas para o problema. Elas estao diretamente associadas as poténcias que aparecem
na func¢ao incégnita nos termos correspondentes a cada fenomeno.

A equacao de difusao fracionaria proposta nas derivadas fracionéarias de Griinwald-
Letinikov e Riesz Feller, define a equacgao de difusao fracionaria nao linear com reacao-

CONVECCAO0:
Diju(z,t) = D u™ (2, 1) + A Dy u™ (z,t) + AouP (z,t), m>1,e A, o, pe R (4.1)

onde th é a derivada fraciondria de Griinwald-Letinikov, com 0 < 5 < 1, 6 € {0, 7}
e ng‘l,ngQ sao as derivadas fracionaria de Riesz Feller, com 1 < a < 2, 0 < v < 1,
+Dg u™(z,t) o termo representa a difusdo nao-linear, , Dy u"(x,t) é o termo convectivo e

uP(z,t) é o temo reativo (A > 0 termo fonte ou Ay < 0 termo de absor¢ao). Para recuperar

58
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a equacao classica #; — 0 e # — 1. A equacgao de difusao fracionaria nao-linear com

reagao-convecgao € a seguinte:
{Dyju(z,t) = 2 DSu™ (2, t) + Ao DJu" (2, t) + Mgu? (0, 1). (4.2)

Assim, ,D§ = D$ é a derivada fraciondria de Riesz.

Recuperando o caso de ordem inteira classica da equacao, quando f — 1,
a — 2 ey — 1. Muitas aplicagoes emergem desta equagao. Por exemplo, citando a
equacao num meio poroso considerando A\; = A\ = 0, cujo, caso particular é a equacgao de
Bousnesq (m = 2), que aparece em problemas de hidrologia. Outros modelos importantes

sao descritos nas equagoes difusdo-convecgao (A2 = 0) e difusdo-reacdo (A = 0).

4.2 Ondas viajantes

As solugoes do tipo ondas viajantes com propriedade de escala na variavel espacial
t

x, ou seja, g(x £+ ct) = x%g(1 £ ¢—), onde ¢ é velocidade de onda e a é associado ao grau
x

de homogeneidade. Assim, introduzindo u(z,?) na forma:
t
u(z,t) =2U(n), n=1xc—, ex#0. (4.3)
x

onde a é um parametro a ser determinado.

A derivada de Griinwald-Letnikov de u(x,t) tem-se:

Diu(z,t) = D) {x“U <I:I:c£)}
x

eVl I (R0

y ;
— a ,—1 l'
R e BE
0o k B ct k(£c)h
> k(=) LY (1 S - T)
— a,_—1i08 li
R e BE
00 k B
Zk:o(_l) I U(n — kv)
. +c)h
= 2°7%(%c)’e ™ lim , com ()
v|—0 K x

= (£0)%" P, DIU ). (4.4)
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A derivada fracionaria de Riesz de u(z,t) é:

t t
Diu™(z,t) = DYz U™ (1 £ c—)] = da {x“mUm <1 + c—)} * |z| 7ot
T

T

+o0 t
= da/ smy™ (1 + c;) |z — 8|7 ds
e —a—1_amrrm t ’ —a—1_amyrrm t
=d, (s — ) s*mU lj:cg ds + (x —s) U 1ﬂ:cg ds| .

(4.5)
As integrais sao dadas a seguir:
; —a—1_amyrrm t
(x —s) U 1ic; ds.
(4.6)
Aplicando na nova variavel 7 =1+ < pa Eq.(4.6), tem-se:
s
T=1% ct
s
7 — 1 quando s — —00
7T —> n quando s — x
s=(r— 1) (£et) = (=1)7" (1 — 7))
_ _ _ x(n—71
(0= 9) = () el =) - (1= 7)) = =T
(=) (£ct)
ds = ————=dr. 4.7
TTa—2 4.7
Assim, a Eq.(4.6) recebe:
1 gmia(y — r)ie (1)t
1) (] — )T (oI d
s = R e S O e

n
_ (_1)1—amx—1—a/1 (n . T)—l—a(l _ 7')_1+a_am(:l:Ct)1+amUm(T)dT
n
— (_1)1—amx—1—a/ (n . T)—l—oz<1 - 7_)—1+a—am(_1>1+amx1+am(1 o 7]>1+amUm(T)dT
1

= 2" (L) /f(n =)7L )Ty () dr (48
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Da mesma forma obtendo:

+00
/ (s — )~ tsamy™ (1 + cg) ds

a, .am—o

— (1) (L — o /fm—w)-l-a(l—wr”a-amUm(wdw. (4.9)

A derivada fracionaria de Riesz-Feller é dada por:

D™ (i,1) = da[l + (—1)~Jz™m=(1 — 7)o / (0 — )1 — ) () dy,
(4.10)

Calculando a derivada fraciondria de Riesz tem-se: ,D]u(z,t) é dada por:

Diu™(z,t) = F(1: ) Ccos (7;—7> {/0 zif J d§ — / §1+7 5}

B r(l:v) cos (%) {/“ %d _/; mds}, (4.11)

Portanto,

t
Dju"(z,t) = . D] [z*"U"(1 £ c;)] =
CT(1+7) Ty oo —y—1 _anyrn t
—TCOS<7> /x (s —x) s*"U 1:|:cg ds
— / (z—s) 7 ts"mUn (1 + c—) ds]
s s

= P e () [0y — 2far (1= [(n — )L = )T () dy.

(4.12)

Substituindo, Eq.(4.4), Eq.(4.10) e Eq.(4.12) em Eq(4.1)
(£¢)Px=%, DU (n)

= dufi o (1) e = [ = e gy e
st s () (-1 = a1 = -0 - 0 U@

+ Aoz ®UP(n). (4.13)
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Impondo a invariante na variavel x:
a—p=am—a=an—vy=ap. (4.14)
Tem-se,

(£6)%, D5 U ()

= —do[l + (=1)"7](1 = 77)”‘””/ (n— )" (1 — ) U™ () dy

I'(1+7)

Y cos (ZL) (1) =11 = gt / (= )" (L = ) U )i + AU ().

2
(4.15)

4.3 Solucao de similaridade

Nesta secao mostrou-se a solucao do tipo monotonica, conhecida como frente onda
ou propagacao infinita, sendo que esse tipo de solucao aparece em varias aplicacoes
(DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008), (COSTA; PEREIRA 2017), (COSTA et.al,
2017), (GILDING; KERSNER, 2012):

AnF, 0 <0
U(n) = (4.16)
0, n=>0

onde A e k sao valores desconhecidos. Para determinar as varidveis de A e k, assumindo a

derivada de Grunwald-Letinikov no sentido oposto (f = 7) na Eq.(4.15). Observa-se que:

o T+R) g

2DyU () = 5Dy [An"] = (=1) Ttk—p "

(4.17)

n
el A O
n
== [ gy Ay

1
— nkmfa(l 1+amAm 1)/ 77#) 1+afamplkmdﬂ
0

1ram (ZDT(= Oé)F(lJrkm)
) rl—a+km) ,

— Amnkm—oc(l —n

oFi(1—a+am,1+km;1 —a+ km;n). (4.18)
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onde oF; é a funcao hipergeométrica de Gauss.

Substituindo o resultado da Eq.(4.15) e obtendo a seguinte relacao:

(£e)PT(1+k) , .
-1 T(1+k—B) A
= —dy[1 + (=1) Ay

1am (DI (=a)(1 4 km)
x(L=m)™ I'l —a+km)

- Al—r(l: ) cos (B1) (=17 = 1jamyn=

DL (=y)T(1 + kn)
I'(1—~+kn)

oFi(l—a+am, 1+km; 1 —a+km;n)

X (1—77)1+an<_ 2B (1=~ +an, 1+kn; 1 —v+kn;n) + M AP

(4.19)

Para as condig¢oes k = a tem Eq.(4.19) é a invariante na variavel n:

- )5(i0)5F(1 + k) DI (—a)T(1 + km)
I(l+k—p) T(1—a+ km)

— /\1—F<1: ) cos (%) [(=1)77 — 1]14”(_1121;1(__7,3;;(2:;)]{:71) + A AP (4.20)

A= —dy1+ (—1)*a]Am<_

Simplificando a Eq.(4.20), obtém a equacao algébrica:

+¢)PT(1 + k)
F1+k-5)
I'(14 km) il'(1 4 kn)

= AT — X A"+ N AP. 4.21
exp(iam/2)T(1 — a + km) Yexp(ivm/2)T(1 — v + kn) T (421)

(-1

4.4 Solucoes explicitas

4.4.1 Equacao de difusao fracionaria nao linear com reacao e

conveccgao espacial-temporal

Nesta secao foi apresentado algumas solugoes explicitas da Eq.(4.1), incluindo os
casos de ordem inteira.
Para n =1 e a relagdo m + p = 2 em Eq.(4.19), obtém-se seguinte equagao:
—1)5(xe))T(1 + k L(1+k Mil(1+ &
(PR, Ttkm) . WDOER)
I'l+k—p) exp(iam/2)I'(1 — a+ km) exp(iym/2)I'(1 — v + k)
(4.22)

Note que m+p=2=m—p=2(1—p) ey =, esta equagao é estabelecida através
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da Eq.(4.14), entao considerando o caso nao linear.

(Fe)’T(1+k) 1, _ (14 km) 42-p) Ail(1+ k) AP )
I'l+k—p) exp(iar/2)I'(1 — a + km) exp(iym/2)I'(1 — v + k) >
(4.23)
Substituindo © = A"P:
r(1 I'(1 (1
(Fe)’I( ~|—k)@_ (1+ km) o? Al (1 + k) 0+

T(1+k—pB) expliar/2)T(1—a+ k:m) ~exp(ifn/2)L(1 — B+ k)
[L + (Fo)? | T(1 + k)

I'(1 4 km) exp(ifm/2)
— =0. (4.24
x exp(iam/2)[(1 — a + km) I'l+k—-p) O+ A =0 (4.24)
Entao,
Aii ?
—_— I'?(1
N (exp(m/z) * (R)) (1+k I (1 + km)
B I?2(1+k—p) exp(iam/2)I'(1 — a+ km)
2
i (1+k) i T2(14k) oD (14km)
(m + GTC)B) Tath—g) T \/(W + @0)5) TZ(1+k—f)  OXPlian/2)T(1—atkm)
@ pummy
(14 km)
exp(ian/2)I'(1 — a+ km)
o= I'(1 + k)exp(iam/2)
 2D(1 4 km)
Ay 5 Ay 2 ANTA+km)D(1 4k —B)
Mt 4o (2 B _
) kexpww/z) + ) \/(expww/z) H ) R

(4.25)

Agora AP = A1 =0 = A= @ﬁ, usando a condi¢ao m + p. Substituindo este
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na Eq.(4.3):
= :
u(z, 2@ Anl = Apm (1 + ) = [0(z £ ct)* ]t
x
(1 + k)exp(iam/2) Ard 5
{ 2I'(1 + km) exp(17/2) T (Fe) ) x
4X17(1 I'(1 —
AI'(1 + Em)I( +‘k B) ) p—
exp(zowr/2)f‘2(1 + k) (W + ($c)f3>
(1 + k)exp(iam/2) i 5
{ 2I'(1 + km) exp(i17/2) T Fe) )+
i 2 D(1+ km)T(1+ k — B) ni
o (—20 8) — + ct)oP
\/<exp(zﬂ7r/2) +(F¢) ) exp(iam/2)I2(1+ k) (w+ct)
(4.26)
com x < ct.
4.4.2 Difusao fracionaria
Para A\; = Ay = 0 (apenas no processo de difusdo) tem a seguinte solugao:
I'(1 + k)exp(iam/2) 5 5 =
= + ct)” . 4.2
u(x,t) T T k) (Fo)’(x £ ct) (4.27)

A Eq.(4.27) é uma generalizacao dos resultados dado por V.D. Djordjevic e T.M.
Atanackovic (DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008). A solu¢ao da ordem de nimero

inteiro é recuperada para o« — 2 e [ — 1.

1

(e, t) = {mT_l(ic)(x + ct)] " (4.28)
Para o caso particular “ — ¢” na Eq.(4.27):
u(x,t) = {F(l —;(kffi(;f)mp) (4+¢)P (x — ct)*™ } " . (4.29)

rescrevendo a Eq.(4.29) da seguinte forma:

[F(l +Fl<;)1eip£;1i)a7r/2) (—c)?(ct — z)*~ } m ‘ (4.30)

u(z,t) =
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4.4.3 Difusao fracionaria com conveccao linear

Para Ay = 0, considerando a difusao e a conveccao linear:

1

_[T(L + k)exp(iam/2) iz =
R L (R <(]Fc)ﬁ " eXp(zﬂﬂ/2)) (z £ ct) ﬁ} SNCEY

essa é uma generalizagao do resultado encontrado por F.S. Costa e M.R.A.Pereira (COSTA;

PEREIRA 2017). A solugao da ordem de nimero inteiro é recuperada para o — 2e f — 1
em Eq.(4.31).

1

(e, t) = {mT_l(:tc )+ ct)} m. (4.32)
Para o caso particular “ — ¢” na Eq.(4.31):
u(z,t) = {F(l —;(]?Tz(;o)mﬂ) ((+C)ﬂ + m) (x — ct)a_ﬁ] " (4.33)

pode-se reescrever a Eq.(4.33) da seguinte forma:

1

4.4.4 Difusao fracionaria com reacao

Para o caso A\; = 0, obtém-se a solugao de difusao fracionédria com reagao:

u(z,t) =

1

exp(ian/2)T(1 4 k)(Fc)? L1l 4A2r(1 +km)D(1+k — 52) (o + 1) m |
2I'(1 + km) exp(iar/2)T2(1 + k) (F¢)*

(4.35)
essa é uma generalizacao dada por (COSTA et al., 2016). A solucao da ordem de niimero
inteiro cldssica é recuperada para @ — 2 e § — 1 na Eq.(4.35)

1
m—1

(4.36)

(e, t) = [mz—;nl&c) (1 +4/1+ 4”0?2 ) (z £ ct)
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No caso particular “ — ¢” na Eq.(4.35):

u(z,t) =

1

_ exp(iar/2)T(1 + k)(+c)? vx 1 AT (1 + km)I(1 4+ k — B) (2 — ct)o—? e
20(1 + km) exp(ion/2)I2(1 + k) (¢)* '

(4.37)

pode-se reescrever a Eq.(4.37) da seguinte forma:

u(z,t) =

1

_ [exp(z’om/Q)F(l +k)(—c)? (1 n \/1 CANTA +Em)P(L+E - B) ) (ct — x)a_B] " .

20(1 + km) exp(ion/2)2(1 + k) (¢)*
(4.38)

4.5 Solucao estacionaria da equacao de difusao fra-
cionaria reacao-conveccao

Param+p=2nm >n e c=0na Eq.(4.21):

I'(1+ km) iMT(1+ kn)
A™ — A" 4+ M AP =
exp(ian/2)I'(1 — a+ km) exp(iym/2)I'(1 — v + kn) T 0
I'(1+ km) _ iMI(1 4 kn) 0 _
men— A+ AP =0
exp(ian/2)T'(1 — a + km) exp(iym/2)T(1 — v + kn) T
| (1 + km) Sm—n) | iMT(1+ kn) AT 4 N = 0,
exp(iar/2)T'(1 — o + km) exp(iym/2)T'(1 — v + kn)
(4.39)
foi utilizado & transformacio © = A™~™ na Eq.(4.39),
(1 + km) , iMT(1 + kn)
. A2 = 0. 4.4
exp(tar/2)[(1 — a+ km) exp(iym/2)I'(1 — v + kn) O+A =0 (4.40)

Entao,

1=

— 2exp(iym/2)L(1 + km)

iT(1 + kn)exp(iam/2) (A N \/AQ AL (L + km)exp®(iym/2)T(1 — 7y + kn) )
! ! I'2(1 + kn)exp(iam/2) '

(4.41)
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1

Portanto A =@, = A = Qm-n:

u(zx,t) =

_ { iT(1+ kn)exp(iar/2) N ANT (1 + km)exp?(iym/2)T(1 — v + kn)
2exp(iym/2)T(1 + km) \ 7 L I2(1 + kn)exp(iam/2)

(4.42)

A solugao da ordem de nimero inteiro é recuperada para a« — 2 e § — 1.

u(x,t) = [mn_z n ()\1 + /A3 — 47:;\2 ) x] o : (4.43)

4.6 Graficos

Foi plotado os gréaficos para os casos particulares mostrado na subsegao 4.4.1 para
as Eq.(4.30), Eq.(4.33) e Eq.(4.37), adotando os valores aos parametros: m = 2, valor
absoluto da amplitude |A] = 1 e @ = 2/ o ultimo é devido as relagdes m +p = 2 e
Eq.(4.14). Tracando resultados de onda para trés fendmenos difusao fraciondria, difusao
fracionaria com conveccao e difusao fracionaria com reacao. Observa-se que a velocidade
da propagacao cresce atrelada ao aumento de 3. As curvas concavas representam o com-
portamento anomalo, elas sao transformadas em curvas lineares considerando a ordem

inteira de (3.

Figura 4.1: Perfis de ondas para difusao fraciondria com (A, A\y) = (0,0), (m,n,p) =
(2,1,0), |[A] =1 (B,7,) = (0.5,0.5,1), (8,7,a) = (0.7,0.7,1.4), (B,7,a) = (1,1,2) e

quatro instantes de tempo (¢t = 0.3, t = 0.6, t = 1, t = 1.3) diferentes;
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Figura 4.2: Perfis de ondas para difusdo fraciondria com convecgao (A, A2) = (0,0),
(m,n,p) = (2,1,0), |[A| =1 (8,7,a) = (0.5,0.5,1), (B,7,a) = (0.7,0.7,1.4), (5,7, a) =
(1,1,2) e quatro instantes de tempo (t = 0.3, t = 0.6, t = 1, t = 1.3) diferentes;
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Figura 4.3: Perfis de ondas para difusdo fraciondria com reagao (A1, A2) = (0,0),
(m,n,p) = (2,1,0), |[A| =1 (8,v,a) = (0.5,0.5,1), (B,7,a) = (0.7,0.7,1.4), (5,7, a) =
(1,1,2) e quatro instantes de tempo (t = 0.3, t = 0.6, ¢t = 1, ¢t = 1.3) diferentes;
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4.7 Resultado e Discussao

Como resultado principal, este trabalho apresentou um método de reducao de
similaridade para resolver o problema, através de solugao explicita de onda viajante, com
propagacao finita, chamada de frente de onda e solucao estacionaria. Com base no objetivo

proposto foi definido algumas observacoes:

e Processos de difusao fracionaria e difusao fracionaria com convecgao que a velocidade

¢ aumenta a medida que 8 aumenta, atingindo seu valor méaximo em g — 1.

e A afirmacao pode ser verificada na relagao entre amplitude A e velocidade de onda
¢ estabelecida em Eqs.(4.30) e (4.34). Para a difusao fraciondria com reagao, a
velocidade de onda ¢ nao é monotonica para 0 < 8 < 1, como pode-se observar nas

figuras.

e Portanto, conclui-se que a equagao Eq.(4.2) pode ser interpretado como um modelo
com atraso para difusao fracionaria e difusao fraciondria linear com convecgao, o
que nao ¢ mais verdadeiro para a difusao fracionaria com reacao, como ¢é visto pela

velocidade da onda c.



5

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi definido as derivadas fracionarias e suas propriedades. Dessa
forma, mostrou-se os processos de difusao fracionaria nao-linear, temporal e espacial.
Para tal, apresentou-se o modelo fraciondrio usado para descrever a equacao de difusao,
com reagao e convecgao e explicou-se sobre o uso das derivadas fracionarias, utilizando
solugoes do tipo ondas viajantes. Sendo assim, encontrou-se casos particulares que ocor-
rem na solucao geral e por fim, apresentou-se alguns graficos com o intuito de analisar o

comportamento anomalo associado a memoéria e distancia.

5.1 Contribuicoes Académicas

A equacao de difusao fracionaria nao linear, abrange muitas aplicacoes,como a
infiltracao de dgua no solo, desenvolvida pela equacao de Boussinesq, em que m = 2

podendo ser observado o comportamento dos fenomenos de reacao e convecgao.

5.2 Trabalhos Futuros

Objetiva-se futuramente investigar: Solugoes numéricas para solugoes da equagao
de difusao fracionaria espacial e solucoes numéricas e computacionais para a difusao fra-

cionaria nao linear com convecgao e reagao;

5.3 Publicacoes

5.3.1 Periodicos

e Travelling Waves in Space-Fractional Nonlinear Diffusion with Linear
Convection, Journal of Applied Mathematics and Physics, ISSN online: 2327-4379
(Publicado).

e Fractional space—time nonlinear reaction—convection—diffusion, Computa-

tional and Applied Mathematics, ISSN online: 1807-0302 (Publicado).
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