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À minha famı́lia, meus pais (Rosangela e Sebastião) pelo amor e apoio, demonstrados
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Resumo

Os processos difusivos não lineares vêm sendo investigados por diversos pesquisadores,

com o aux́ılio de ferramentas anaĺıticas e numéricas. Em decorrência desse fator, a di-

fusão tornou-se alvo de pesquisas e reflexões. Dessa forma, este trabalho se caracteriza pela

apresentação de um problema de difusão fracionária não linear, associado aos fenômenos

de reação e convecção, cujo objetivo foi encontrar soluções do tipo ondas viajantes. Para

tal, utilizou-se os métodos numéricos, anaĺıticos e computacional. Em decorrência, foi

realizado um algoritmo no MATLAB, mostrando o comportamento anômalo através dos

gráficos, com os fenômenos de difusão fracionária, difusão fracionária com reação e difusão

fracionária com convecção. Portanto, foi realizado um estudo sobre o cálculo fracionário

expondo algumas definições, teoremas, propriedades e aplicações. Nesse ı́nterim, verificou-

se que o cálculo de ordem arbitrária apresenta uma descrição mais fina dos fenômenos

naturais e caracteriza-se pela obtenção de uma quantidade maior de informações atre-

ladas aos operadores não locais, denominado efeito de memória. Por fim, analisou-se a

difusão fracionária anômala em um meio poroso, sendo ela baseada nas equações dife-

renciais fracionárias e abordou-se acerca de dois problemas difusão fracionária não linear

temporal, espacial, no qual foi apresentado seus métodos anaĺıticos e numéricos. Assim

sendo, sabe-se que a equação de difusão fracionária engloba muitas aplicações, por exem-

plo, infiltração, transferência de calor, combustão, reação qúımica, dinâmica de fluidos,

f́ısica de plasma, solos, drenagem de espuma, crescimento de cristais e genética de po-

pulações biológicas.

Palavras Chaves: difusão anômala, cálculo fracionário, difusão fracionária, meios

porosos, reação, convecção.



Abstract

Nonlinear diffusive processes have been investigated by several researchers, with the aid of

analytical and numerical tools. As a result of this factor, the diffusion became the target

of researches and reflections. Thus, this work is characterized by the presentation of a

problem of nonlinear fractional diffusion, associated to the phenomena of reaction and

convection, whose objective was to find solutions of the type traveling waves. For this,

numerical, analytical and computational methods were used. As a result, an algorithm

was performed in MATLAB, showing the anomalous behavior through the graphs, with

the phenomena of fractional diffusion, fractional diffusion with reaction and fractional

diffusion with convection. Therefore, a study was carried out on the fractional calculation

exposing some definitions, theorems, properties and applications. In the meantime, it

was verified that the calculation of arbitrary order presents a finer description of natural

phenomena and is characterized by obtaining a greater amount of information linked to

non-local operators, called memory effect. Finally, we analyzed the anomalous fractional

diffusion in a porous medium, being based on the fractional differential equations and it

was approached about two spatial non-linear fractional diffusion problems, in which its

analytical and numerical methods were presented. Thus, it is known that the fractional

diffusion equation encompasses many applications, for example, infiltration, heat trans-

fer, combustion, chemical reaction, fluid dynamics, plasma physics, soils, foam drainage,

crystal growth and genetics of populations.

Keywords: anomalous diffusion, fractional calculation, fractional diffusion, porous

medium, reaction, convection.



Lista de figuras

3.1 Relação da Regra Retangular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2 Relação da Regra Trapezoidal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.3 Esboço que ilustra o Regra Trapezoidal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.1 Perfis de ondas para difusão fracionária com (λ1, λ2) = (0, 0), (m,n, p) =
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xW
α
∞y Integral de Weyl.

xDα
∞y Derivada de Weyl.

Dα
xy(x) Derivada de Riesz.

xDα
θ Derivada de Riesz-Feller.

Dαy(x) Derivada de Grünwald-Letinikov.

Γ(.) Função Gamma de Euller.

u(x, t) Concentração de Substância.
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5.1 Contribuições Acadêmicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.3 Publicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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1

Introdução

O processo difusivo se caracteriza por dispersar, expandir ou se espalhar e ocorre

a partir dos movimentos aleatórios das part́ıculas. Tal processo, se desenvolve partindo

de um meio com maior concentração, para um com menor concentração. Nesse contexto,

a movimentação das part́ıculas são independentes e não colidem entre si.

De certo, sabe-se que a difusão é aplicada em diversas áreas, tais como na

f́ısica, qúımica, biologia e engenharia. Nesse caso, pode-se destacar como exemplo: O

odor de um perfume que se espalha em um espaço; infiltração de água no solo; purificação

para gases em filtros; fumaça se espalhando pelo ar, dentre outros. (PEDRON, 2015).

Em relação a difusão, consta que vários pesquisadores fizeram estudos sobre

este processo, dentre eles destacam-se a Joseph Fourrier (1768-1830), Thomas Graham

(1805-1869), Adolph Eugen Fick (1852-1937) e Lewis Fry Richardson (1879-1830). Em

suma, a maioria dos processos difusivos obedecem a chamada lei de Fick descrita da

seguinte forma:

J = −D∇ρ.

Conforme pode-se observar, ρ é a densidade do elemento que se difunde, ∇ é a

taxa de variação espacial, J é a densidade de corrente (quantidade de substância que

atravessa uma unidade de área normal à direção do fluxo, por unidade de tempo), D é o

coeficiente de difusão que depende das propriedades do meio (sem equiĺıbrio térmico ou

qúımico), ele nos informa a velocidade com que a quantidade medida por ρ se difunde em

regiões com altas concentrações, para regiões com baixas concentrações.

Em decorrência desse processo, segundo consta na lei de Fick, o sinal combi-

nado diz que a difusão tende a ocorrer da região de maior concentração, para uma com

menor concentração (PEDRON, 2015; GONZÁLEZ, 2006). Nesse caso, a difusão pode

ser classificada em linear, não linear ou anômala.(falar sobre a difusão linear). O estudo

da difusão anômala, se deu através de pesquisas acerca da difusão turbulenta, descrita

por Lewis Fry Richardson em seu artigo (Lewis Fry Richardson: scientist, visionary and

pacifist). (PEDRON, 2015; GONZÁLEZ, 2006).

A difusão é considerada anômala quando houver desvios, isto é, quando o cres-

12



13

cimento da variância é não linear. Esta, pode ser aplicada em diversos campos, tais como,

difusão em plasma, transporte de um ĺıquido em um meio poroso, análise de histogramas

de batidas do coração de um indiv́ıduo, dentre outros (PEDRON, 2015; GONZÁLEZ,

2006).

Portanto, em virtude de sua imensa aplicabilidade na natureza, a difusão não

linear vem sendo estudada cada vez mais pelos pesquisadores. Destarte, este trabalho rea-

liza um estudo sobre o processo de difusão não linear, em um meio poroso. Historicamente

a equação da difusão em um meio poroso foi introduzida por J. Boussinesq que criou uma

versão não linear da equação do calor. Logo, compreende-se então, que a equação em um

meio poroso, tem aplicabilidade em diversos campos, como no fluxo de água subterrâneo,

na transferência de calor não linear, no fluxo de gás através de um meio poroso, dentre

outros. (VÁZQUEZ 2008).

Para tal, com o intuito de obter uma solução mais precisa para esses fenômenos

utiliza-se o cálculo fracionário ou cálculo de ordem não inteira, em que os operadores não

locais podem ser empregados para levar em consideração, por exemplo, as correlações

especias.

No que diz respeito ao cálculo fracionário ou cálculo de ordem não inteira,

salienta-se que surgiu de uma troca de cartas entre dois brilhantes estudiosos L’Hospital

e Leibnz. Essa correspondência envolveu o seguinte questionamento, qual o significado da

derivada de ordem n de uma função y,
dny

dxn
quando n = 1/2.

A troca de correspondências aconteceu em 30 de setembro de 1965. Atualmente

essa data marca a origem do cálculo fracionário. Essa troca de mensagens, foi somada

a contribuição dos mais renomados matemáticos como Euler, Lagrange, Fourrier, Abel

Heaviside, Liouville, entre outros (CAMARGO, 2009).

Sendo assim, vale ressaltar que a vantagem da utilização do cálculo fracionário

é que ele oferece uma descrição mais fina de fenômenos naturais que aquela feita a partir

do cálculo usual, tendo em vista que as derivadas fracionárias possuem uma descrição

associada ao efeito de memória e propriedades hereditárias de diversos materiais.

Contudo, além das vantagens já descritas, nota-se que o cálculo de ordem fra-

cionária possui diversas definições aumentando o grau de dificuldade, em que as mais

comuns são: Riemann-Liouville, Caputo, Grunwald-Letinikov, Weyl e Riesz-Feller, sendo

elas aplicadas no presente trabalho.

Dessa maneira, o cálculo fracionário foi utilizado como ferramenta para des-

crever a equação de difusão fracionária, sendo a melhor forma de mostrar comporta-

mentos que estão associados aos efeitos de memória e distância através dos operadores
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fracionários, citando V.D. Djordjevic e T.M. Atanackovic (DJORDJEVIC; ATANACKO-

VIC, 2008), que apresenta um modelo de equação de difusão fracionária temporal, H.

Yanghong apresenta um modelo de equação de difusão fracionária espacial baseada nos

laplacianos fracionários (HUANG, 2014) e F.S. Costa et al.(COSTA, 2015) que realizou

uma análise da equação de difusão fracionária temporal-espacial.

Além disso foi trabalhado com soluções numéricas, utilizando a derivada fra-

cionária (Riemann-Liouville ou Caputo), conhecida como operador integral fracionária

Erdèlyi-Kober (E-K). Assim, foi feito a discretização, utilizando as regras de quadra-

tura, retangular, ponto médio e trapezoidal (PLOCINICZAK; OKRASINKA). Usando

as soluções de similaridade, para equação de difusão fracionária não linear, sendo que a

solução numérica aplicada foi as diferenças finitas.(PLOCINICZAK; SOBIEZEK)

Durante o estudo do comportamento anômalo associado aos fenômenos de

reação e convecção espacial – temporal, foi utilizado soluções do tipo ondas viajantes

e o método de redução, apresentando uma solução expĺıcita para a equação de difusão

fracionária, a qual é uma generalização dada por V.D. Djordjevic e T.M. Atanackovic

(DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008). A equação de difusão fracionária com con-

vecção que é uma generalização encontrada por F.S. Costa e M.R.A. Pereira (COSTA;

PEREIRA,2017) e equação de difusão fracionária com reação dada por F.S.Costa et tal

(COSTA, 2016).

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

• Apresentar um estudo sistemático sobre o fenômeno de difusão com reação e con-

vecção.

• Investigar o modelo matemático associados ao cálculo fracionário.

1.1.2 Espećıfico

• Modelar os problemas de difusão no meio poroso, utilizando como ferramentas o

cálculo fracionário e programas computacionais, para obter melhores descrição do

fenômeno.
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1.2 Organização da dissertação

O trabalho está organizado em caṕıtulos que abordam um contexto histórico

sobre o cálculo fracionário e o processo de difusão não linear, em que tem-se uma melhor

descrição para os modelos difusão fracionária com reação e convecção utilizando novas

ferramentas (matemáticas, numéricas e computacionais).

No Caṕıtulo 2 apresentou-se um campo utilizado como modelagem da equação

de difusão fracionária, bem como, destacou-se o cálculo fracionário. Para tal, foi realizado

uma breve introdução ressaltando como surgiu os principais pesquisadores, definições,

exemplos e propriedades das diversas maneiras de se introduzir as derivadas de ordem

não inteiras. Nesse meio, destacou-se as principais derivadas fracionárias como: Riemann-

Liouville, Caputo, Grunwald-Letinikov, Weyl e Riesz-Feller. Assim sendo, procurou-se efe-

tivar o esclarecimento sobre as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville como as mais

difundidas, a de Caputo seguindo a ideia de mais conveniente para problemas envolvendo

condições iniciais, bem como, destaca-se as relações entre elas, apresentando também, a

Riesz- Feller para uma interpretação estocástica em termos de processo conhecido como

de Lévy e de Grunwald-Letinikov aplicadas em diversas áreas da engenharia.

No Caṕıtulo 3 realizou-se um estudo sobre a difusão fracionária. Nesse con-

texto, dialogou-se sobre a origem do processo de difusão tanto linear, quanto não linear,

mostrando os principais estudiosos desse processo. Foi dialogado também, sobre a difusão

anômala e suas principais aplicações. Após, mostrou-se a definição da equação no meio

poroso, como começou e quais as suas aplicabilidades. Além do mais, realizou-se a de-

finição da equação de difusão fracionária não linear, espacial, temporal, cujo objetivo foi

descrever como funciona o comportamento anômalo associado aos efeitos de memória e

distância, descritos pelas derivadas fracionárias. Nesse âmbito, apresentou-se, as soluções

anaĺıticas e numéricas, considerando a derivada fracionária, no tempo e na equação de

difusão fracionária espacial. Portanto, observou-se também, os efeitos de distância, na

equação de difusão fracionária em um meio poroso, usando o laplaciano fracionário, ba-

seado nos potenciais que foram definidas por Marcel Riesz.

No Caṕıtulo 4 analisou-se uma equação de difusão fracionária em um meio po-

roso associado aos fenômenos de reação e convecção. Dessa forma, mostrou-se o modelo

fracionário usado para descrever a equação de difusão, explicando o uso das derivadas

fracionárias, procurou-se por soluções do tipo ondas viajantes, em que foi encontrado

uma equação integral através de soluções de ondas viajantes com propagação finita, de-

nominadas frentes de ondas. Enfim, apresentou-se soluções expĺıcitas para alguns casos



particulares, como os métodos computacionais e traçou-se gráficos para ilustrar o com-

portamento anômalo.



2

Cálculo Fracionário

Em geral ao tratar da derivada de uma função associa-se a ordem de derivação,

um número inteiro não negativo. Uma pergunta inusitada surge quando essa ordem se

origina de um número qualquer. Essa questão se sucedeu a partir das correspondências

entre L’Hospital e Leibnz. Nesse sentido, L’Hospital fez a seguinte indagação para Leibniz,

qual seria o significado de “Dny = dny
dxn

quando n fosse igual a 1
2
”.

Sem certeza e com tom profético Leibniz afirmou: “Segue D
1
2 que será igual a

x
√
dx : x”. Este ainda é um aparente paradoxo, em que um dia importantes aplicações

serão obtidas. Tal diálogo se sucedeu em 30 de setembro de 1695, ano que ocorreu o

nascimento do cálculo fracionário (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

A partir dessa ideia gerada por Leibniz e L ’Hopital, houve a insurgência de

grandes matemáticos que contribúıram para o desenvolvimento do cálculo fracionário.

No entanto, essa contribuição transcorreu de forma desordenada. Nesse meio, pode-

se citar alguns matemáticos que tiveram colaborações importantes: L.Euler (1730), J.

Lagrange (1772), P. S. Laplace (1812), S. F. Lacroix (1819), J. B. J. Fourier (1822), N.

H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-

1867), A.K. Grünwald (1867-1872), A. V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.

A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside(1892-1912), S.

Pincherle (1902), G. H. Hardy e J. E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. Lvy

(1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis(1924-1936), E. L. Post (1930), A. Zygmund

(1935-1945), E. R. Love (1938-1996), A. Erdelyi (1939-1965), H. Kober (1940), D. V.

Widder (1941), M. Riesz (1949), W. Feller (1952), M. Caputo (1969), T. J. Osler (1970),

M. Shinbrot (1971), S. G. Samko (1979), A. A. Kilbas e O.I. Marichev (1987), A.Carpinteri

e F.Mainardi, (1997), R.Hilfer (2000), G.Loverro (2004); J.Sabatier, O.P. Agrawal e J. A.

T. Machado (2007), E.Capelas (2007); V.V.Uchaikin, (2009) (MACHADO et al., 2011).

Portanto, assim como o cálculo de ordem inteira, o cálculo de ordem arbitrária,

trata da investigação e aplicação de integrais e derivadas de ordens arbitrárias em tec-

nologias, ciências, engenharias, economia, teoria de controle, f́ısica, qúımica, processo

estocásticos, dentre outras (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

O cálculo fracionário tornou-se uma área da matemática que oferece uma des-

crição mais fina dos fenômenos naturais, que aquela feita a partir do cálculo de ordem in-

17
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teira. Pois, as derivadas fracionárias possuem uma ótima descrição para efeito de memória

e propriedades hereditárias de diversos materiais (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Essa descrição mais fina pode ser vista no problema da tautócrona ou isócrona,

formulada por Abel. Esta é considerada a primeira aplicação do cálculo fracionário pre-

sente na literatura. Sendo assim, a resolução do problema proposto por Abel parte do

prinćıpio da conservação de energia, que estipula a quantidade total de energia em um

sistema isolado permanecendo constante. Pois, a soma entre a energia potencial e gravi-

tacional e a energia cinética, é constante (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

O problema da tautócrona, objetivou determinar uma curva lisa f(n), passando

pela origem em um plano vertical, sujeita a ação da gravidade. Dessa forma, uma part́ıcula

de massa m pode cair sobre ela, pois o tempo de descida será o mesmo, independente da

posição inicial. No caso em τ é a constante e a equação que modela este problema é dada

por (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

τ
√

2.g = Γ

(
1

2

)
D−1/2
x f ′(x). (2.1)

Outro exemplo envolvendo o cálculo fracionário é o estudo do conjunto de po-

lias, em que aparecem as propriedades hereditárias apresentadas no livro do Pudlubny

(PODLUBNY, 1993). Durante o desenvolvimento do cálculo fracionário, foram formu-

ladas mais de uma definição de integral e derivadas. Para tal, visualizou-se definições

essenciais para as aplicações, como a integral fracionária de Riemann-Liouville, deriva-

das fracionárias de Riemann-Liouville, Caputo, Riesz, Weyl, Riesz-Feller e Grünwald-

Letinikov.

2.1 Integrais de Riemann-Liouville

As integrais de ordem arbitrária de Riemann-Liouville e suas variações, são de-

finidas através de suas classes e funções, no qual os operadores podem ser aplicados,

mostrando algumas propriedades e teoremas.

O conceito da integral fracionária será dada pelo produto da convolução de

Laplace, que é composto pelo produto das transformadas de Laplace. Nesse caso, tem-

se a integral fracionária no sentido Riemman-Liouville ou integral fracionária R-L, por

(CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

Definição 2.1.1. Seja Ω = [a, b], com −∞ < a < b <∞ um intervalo finito no eixo

real R. As integrais de R-L (Iαa+f)(x) e (Iαb−f)(x) ambas de ordem α ∈ C, Re(α) > 0,
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são definidas por (KILBAS et al., 2006):

(Iαa+f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)1−α , x > a, Re(α) > 0. (2.2)

e

(Iαb−f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ b

x

f(t)dt

(x− t)1−α , x < b, Re(α) > 0. (2.3)

estas integrais são integrais fracionária a esquerda e a direita, respectivamente.

Observou-se que a integração de ordem α no sentido Riemman-Liouville Eq.(2.2)

e Eq.(2.3) das funções de potência (x− a)β−1 e (b− x)β−1, resultam em funções potência.

(KILBAS et al., 2006):

Propriedade 2.1.1. Se β ∈ C com Re(β) > 0, então:

(Iαa+(t− a)β−1(x)) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−1 Re(α) > 0. (2.4)

e

(Iαb−(b− t)β−1(x)) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−1 Re(α) > 0. (2.5)

Joseph-Loius Lagrange [1772] contribuiu indiretamente para o cálculo de ordem

arbitrária, quando desenvolveu a denominada lei dos expoentes, também conhecida como

propriedades dos semigrupos. A propriedade aditiva dos semi-grupos dos operadores de

integração fracionária (Iαa+) e (Iαb−) é dado a seguir:

Lema 2.1.1. Se Re(α) > 0 e Re(β) > 0, então as equações (CAMARGO; DE OLI-

VEIRA, 2015):

(Iαa+ Iβa+f)(x) = (Iα+β
a+ f)(x).

(Iαb− Iβb−f)(x) = (Iα+β
b− f)(x). (2.6)

São satisfeitas em quase todos os pontos x ∈ [a, b] para f(x) ∈ Lp (a, b)(1 ≤
p ≤ ∞). Se α + β > 1 então as relações na Eq.(2.6) são válidas em qualquer ponto de

[a,b].
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2.2 Derivadas de Riemann-Liouville

Após definir a integral de ordem arbitrária α com Re(α) > 0, a derivada de ordem

arbitrária torna-se um requisito natural. Diferentemente do cálculo de ordem inteira,

no cálculo fracionário, a integração e derivação de ordem arbitrária em geral, não são

inversas entre si. A derivada de ordem arbitrária formalizada por Riemmann-Liouville é

argumentada com base no fato da derivação ser operação inversa da integração e na lei

dos expoentes (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Seja a função y dada no intervalo finito [a, b], tem-se as seguintes expressões:

(Dα
a+y)(x) :=

(
d

dx

)n
(In−αa+ y)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

y(t)dt

(x− t)α−n+1
;

n = [Re(α)] + 1; x > a. (2.7)

(Dα
b−y)(x) :=

(
−d
dx

)n
(In−αb− y)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
−d
dx

)n ∫ b

x

y(t)dt

(x− t)α−n+1
;

n = [Re(α)] + 1; x < b. (2.8)

As derivadas fracionárias das Eq.(2.7) e Eq.(2.8) são chamadas de derivadas

fracionárias de Riemman-Liouville à direita e à esquerda respectivamente que, em outras

palavras, equivalem as derivadas de ordem inteira de uma integral de ordem arbitrária

(CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Em particular, quando α = n ∈ N0, então:

(D0
a+y)(x) = (D0

b−y)(x) = y(x); (Dn
a+y)(x) = y(n)(x), (2.9)

(Dn
b−y)(x) = (−1)ny(n)(x), n ∈ N. (2.10)

onde yn(x) é a usual derivada de y(x) de ordem n.
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Propriedade 2.2.1. Se Re(α) ≥ 0 e β ∈ C e Re(β) > 0, então:

(Dα
a+(t− a))β−1(x) =

Γ(β)

Γ(β)− α
(x− a)β−α−1 Re(α) ≥ 0, (2.11)

e

(Dα
b−(b− t))β−1(x) =

Γ(β)

Γ(β)− α
(b− x)β−α−1 Re(α) ≥ 0. (2.12)

Assim, se β = 1 e Re(α) ≥ 0, então as derivadas de ordem arbitrária de

Riemann-Liouville de uma constante são em geral, diferente de zero (CAMARGO; DE

OLIVEIRA, 2015).

(Dα
a+1)(x) =

(x− a)−α

Γ(1− α)
, (Dα

b−1)(x) =
(b− x)−α

Γ(1− α)
. (2.13)

para 0 < Re < 1.

Teorema 2.2.1. Considere a função f(x) de tal modo que y : [a, b]→ R, com −∞ < a <

b < ∞, sendo que α ∈ C Re(α) > 0 e n = [Re(α)] + 1. Se y(x) ∈ ACn[a, b], então para

x ∈ (a, b) tem-se (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

1) (Dα
a+I

α
a+y)(x) = y(x) e (Dα

b−I
α
b−)(x) = y(x).

2) Para (In−αa+ y(x)) ∈ ACn[a, b] tem-se:

(Dα
a+I

α
a+y)(x) = y(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)α−j−1

Γ(α− j)
[(
Dn−j−1In−αa+ f(x)

)
|x=a

]
, (2.14)

Se (In−αb− ) ∈ ACn[a, b] então:

(Iαb−D
α
b−y)(x) = y(x)−

n−1∑
j=0

(b− x)α−j−1

Γ(α− j)
[(
Dn−j−1In−αb− y(x)

)
|x=b

]
. (2.15)

Para f(x) ∈ Iαa+(Lp) onde,

(Dα
a+I

α
a+y)(x) = y(x), (2.16)

Para f(x) ∈ Iαb−(Lp) onde,
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(Dα
b−I

α
b−y)(x) = y(x). (2.17)

Em particular se 0 < Re(α) < 1 nas Eq.(2.14) e Eq.(2.15), logo:

(Dα
a+I

α
a+y)(x) = y(x)− (x− a)α−1

Γ(α)

[(
I1−α
a+ y(x)

)
|x=a

]
, (2.18)

e

(Iαb−D
α
b−y)(x) = y(x)− (b− x)α−1

Γ(α)

[(
I1−α
b− y(x)

)
|x=b

]
. (2.19)

Se α = 1,

(
I1
a+D

1
a+y
)

(x) = y(x)− y(a),

e

(
I1
b−D

1
b−y
)

(x) = y(x)− y(b).

Além disso,

(
aI1

bD
1
a+y
)

(x) = y(b)− y(a),

e (
aI1

bD
1
b−y
)

(x) = y(a)− y(b).

Prova 2.2.2. Se f(x) ∈ Iαa+(Lp), tem f(x) = Iαa+g(x). Assim:

(Iαa+D
α
a+y)(x) = Iαa+

[(
Dα
a+I

α
a+g
)

(x)
]

=
(
Iαa+g

)
(x) = y(x). (2.20)

Agora se y(x) ∈ Iαb−(Lp), segue de forma análoga que:

(Iαb−D
α
b−y)(x) = y(x). (2.21)

As Eq.(2.14) e Eq.(2.15), em caso particular 0 < Re(α) < 1 substituindo n = 1 as

Eq.(2.14) e Eq.(2.15).
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No caso α = 1 tem-se:

(aI1
bD

1
a+y)(x) =

[(
I1
a+D

1
a+y
)

(x)
]
|x=b = [y(x)− y(a)] |x=b= y(b)− y(a), (2.22)

(aI1
bD

1
b−y)(x) =

[(
I1
b−D

1
b−y
)

(x)
]
|x=b = [y(x)− f(b)] |x=b= y(a)− y(b). (2.23)

2.3 Derivada de Caputo

Caputo(1969) propôs uma nova definição para a derivada fracionária, com mais

limitações, baseada na definição de Riemann-Liouville, porém com uma inversão na ordem

das operações de integração e derivação (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Definição 2.3.1. Seja o número Re(α) > 0 e o inteiro n > 0, com n− 1 < α ≤ n

a derivada fracionária de Caputo de ordem α é:

cDα
a+y(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

y(n)(t)dt

(x− t)α−n+1
. (2.24)

cDα
b−y(x) = (−1)n

1

Γ(n− α)

∫ b

x

y(n)(t)dt

(x− t)α−n+1
. (2.25)

respectivamente são as derivadas à esquerda e à direita, onde D = d/dx e n = α.

Teorema 2.3.1. Seja Re(α) > 0 e n dado por n = [Re(α)] + 1, onde Re(β) > 0. Logo

as relações abaixo são válidas (KILBAS et al., 2006).

cDα
a+(t− a)β−1(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1 Re(β) > n. (2.26)

cDα
b−(t− a)β−1(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− b)β−α−1 Re(β) > n. (2.27)

(cDα
a+(t− a)k)(x) = 0 e cDα

b−(t− a)k)(x) = 0, com k = 0, 1, ..., n− 1.

Com isso conclúı-se que:
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(cDα
a+1)(x) = 0,

(cDα
b−1)(x) = 0. (2.28)

nota-se que a derivada de Caputo de uma função constante é igual a zero.

Teorema 2.3.2. Seja y(x) a função, com −∞ < a < b <∞ e seja α ∈ C com Re(α) > 0

e n = [Re(α)] + 1. Se y(x) ∈ ACn[a, b] para x ∈ (a, b) (KILBAS et al., 2006):

1- Para Re(α) 6= N ou α ∈ N, tem-se:

(cDα
a+I

α
a+y)(x) = f(x) e (cDα

b−I
α
b−y)(x) = y(x).

2- Tem-se

(Iαa+
cDα

a+y)(x) = y(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j

j!

(
y(j)(x)|x=a

)
,

e

(Iα−b
cDα

a+y)(x) = y(x)−
n−1∑
j=0

(b− x)j

j!

(
y(j)(x)|x=b

)
.

Em particular, se 0 < Re(α) < 1, tem-se:(Iαa+
cDα

a+y)(x) = y(x)− y(a),

(Iα−b
cDα

a+y)(x) = y(x)− y(b),
(2.29)

Se α = 1, tem-se:

(aI1
a+

cD1
a+y)(x) = y(b)− y(a),

(aI1
−b
cD1

a+y)(x) = y(a)− y(b).

Proposição 2.3.1. Seja α > 0, n− 1 < α < n, (n ∈ N) e f , tal que f ∈ Cn(R+), |f(t)|,
|f (′)(t)|, ..., |f (t)| ≤ BeS0t, B, S0 > 0, t > 0 (KILBAS et al., 2006).

Seja lim
t→∞

(f)(x)(t) = 0, para k = 0, 1..., n− 1.

Então a transformada de Laplace da derivada da esquerda de Caputo é o seguinte:

L
[c

0 D
α
t f(t)

]
(s) = saf̃(s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), Re s > s0. (2.30)
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Para 0 < α < 1, expressão (2.30) equivale:

L
[c

0 D
α
t f(t)

]
(s)− saf̃(s)− sα−1f(0), Re s > s0. (2.31)

2.4 Integral e Derivada de Weyl

2.4.1 Integral de ordem arbitrária de Weyl

Definição 2.4.1. A integral de Weyl de uma função y(x) localmente integrável em (∞,∞)

de ordem α é denominada por xW
α
∞ e definida por:

(xW
α
∞y) = (xIα∞y)(x) = (Iα−y)(x)

=
1

Γ(α)

∫ ∞
x

(t− x)α−1y(t)dt, −∞ < x <∞. (2.32)

onde α ∈ C e R(α) > 0.

2.4.2 Derivada de ordem arbitrária de Weyl

Definição 2.4.2. Seja α > 0 e m o menor inteiro maior que β, de forma β = m−α > 0.

Se para qualquer função y, Iα∞ existe e tem derivadas cont́ınuas, então a derivada ar-

bitrária de Weyl é definida da seguinte forma (MATHAI et al., 2009):

(xDα
∞y)(x) = (Dα

−y)(x) = (−1)m
(
d

dx

)m
(xWm−α

∞ y(x))

= (−1)m
(
d

dx

)
1

Γ(m− α)

∫ ∞
x

y(t)dt

(t− x)1+α−m . (2.33)

com −∞ < x <∞.

Nota-se que esta definição não depende da validade da lei dos expoentes, ou

seja, não depende da ordem de integração e derivação.

Propriedade 2.4.1. Se α > 0 e β > 0, então a propriedade do semi-grupo é válida

(MATHAI et al., 2009):

(xW
α
∞ xW

β
∞) = (xW

β+α
∞ ) = (xW

β
∞ xW

α
∞). (2.34)
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Propriedade 2.4.2. Dada as funções reais ψ(x) e ϕ(x), a seguinte igualdade é válida

(MATHAI et al., 2009):

∫ ∞
0

ϕ(x)(Jαxψ(x))dx =

∫ ∞
0

ϕ(x)(Wα
∞ψ(x))dx. (2.35)

Esta equação é chamada integral fracionária por partes, sendo conhecida por

identidade de Parseval. Ela pode ser estabelecida intercalando a ordem de integração

(MATHAI et al., 2009).

2.5 Derivadas de Riesz

A derivada de ordem arbitrária de Riesz, pode ser definida de duas maneiras, a

primeira através da derivada fracionária de Weyl, e a outra, a partir da transformada de

Fourier (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Definição 2.5.1. Seja a função y(x), com 0 < α < 2 e α 6= 1, a derivada fracionária de

Riesz de ordem α é definida da seguinte forma (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

Dα
xf(x) = −

Dα
+y(x) +Dα

−y(x)

2cos(απ/2)
. (2.36)

onde Dα
±y(x) são derivadas fracionárias de Weyl.

Propriedade 2.5.1. Definindo a derivada de Riesz, através da transformada de Fourier

sendo dada pela seguinte expressão (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015):

F[Dαxy(x)] = −|ω|αF (ω). (2.37)

Dα
xy(x) =

1

2π

∫ ∞
−∞
|ω|αF (ω)eiωxd(ω). (2.38)

Potencial de Riesz

Considerando a seguinte integral, para 0 < α < 1 (ATANACKOVIC et al., 2014):

Dαy(x) =
1

2Γ(α)cosαπ
2

∫ ∞
−∞

1

|x− ζ|1−α
y(ζ), x ∈ R. (2.39)
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Hαy(x) =
1

2Γ(α)sinαπ
2

∫ ∞
−∞

sin(x− ζ)

|x− ζ|1−α
y(ζ), x ∈ R. (2.40)

Então, Dαy é chamado potencial de Riesz de y de ordem α em R, Hαy é o

conjugado do potencial de Riesz, com ordem α em R (ATANACKOVIC et al., 2014).

Proposição 2.5.1. Para x ∈ R, se diz que a integral de Riemann-Liouville e o Potencial

de Riesz, estão ligados da seguinte maneira:

−∞Iαx y(x) = cos
απ

2
Dαy(x) + sin

απ

2
Hαy(x),

xIα∞y(x) = cos
απ

2
Dαy(x)− sinαπ

2
Hαy(x),

Dαy(x) =
1

2cosαπ
2

(−∞Iαx y(x)− xIα∞y(x)),

Hαy(x) =
1

2sinαπ
2

(−∞Iαx y(x)− xIα∞y(x)). (2.41)

Se α, β > 0, α + β < 1, tem-se:

DαDβy(x) = Dαβy(x),

HαHβy(x) = −Dαβy(x). (2.42)

Teorema 2.5.1. Seja h(x) = |x|−α−1, com 1 < α < 2. Pode-se escrever a derivada

fracionária de Riesz de ordem, por um produto de convolução de Fourier:

Dα
xf(x) = dα(f ∗ h)(x), com dα = − 1

2Γ(−α)cos(απ
2

)
, (2.43)
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A demonstração deste resultado é dada a seguir:

Dα
xf(x) =

−1

2cos(απ
2

)

[
1

Γ(2− α)

d2

dx2

∫ x

−∞
(x− ξ)1−αf(ξ)dξ +

1

Γ(2− α)

d2

dx2

∫ ∞
x

(x− ξ)1−αf(ξ)dξ

]
=

−1

Γ(2− α)2cos(απ
2

)

d2

dx2

[∫ x

−∞
(x− ξ)1−αf(ξ)dξ +

∫ ∞
x

(x− ξ)1−αf(ξ)dξ

]
=

−1

Γ(2− α)2cos(απ
2

)

d2

dx2

∫ ∞
−∞
|x− ξ|1−αf(ξ)dξ

=
−1

Γ(2− α)2cos(απ
2

)

∫ ∞
−∞

d2

dx2
|x− ξ|1−αf(ξ)dξ

=
(−1)(1− α)(−α)

2Γ(2− α)cos(απ
2

)

∫ ∞
−∞
|x− ξ|1−αf(ξ)dξ

= − 1

2Γ(−α)cos(απ
2

)

∫ ∞
−∞
|x− ξ|−1−αf(ξ)dξ. (2.44)

2.6 Derivada de Riesz-Feller

Definição 2.6.1. A derivada de Riesz-Feller, no espaço-fracionário de ordem α e assi-

metria θ, denotado por xDα
θ , sendo que é definido pela transformada de Fourier (MAI-

NARDI, 1996):

F{xDα
θ y(x)} = −Ψθ

α(p)f̂(p). (2.45)

onde x, p ∈ R e f̂(p) é a transformada de Fourrier de f(x). Com ordem 0 < α ≤ 2,

com assimetria em |θ| ≤ min {α, 2− α} e

Ψθ
α(p) = |p|α ei(signp)θπ/2. (2.46)

2.7 Derivada de Grünwald-Letinikov

Primeiro Grünwald (1867) logo em seguida Letnikov(1868) estudaram a derivada

fracionária, unificando os resultados de Riemann-Lioville, introduzindo a ideia de derivada

de ordem arbitrária como limite de uma certa soma (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

A derivada de Grünwald-Letinikov vem sendo utilizada em diversas aplicações

na engenharia, isso acontece devido a uma melhor descrição em problemas mais comple-

xos e o uso de suas principais caracteŕısticas, que são a forma expĺıcita para o cálculo

da derivada fracionária e o efeito de memória. Este último caracteriza o operador não

local, ou seja, os valores distantes do ponto analisado influenciam no comportamento do
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fenômeno.

Alguns autores desenvolveram vários trabalhos, utilizando esta derivada como

ferramenta na resolução de problemas numéricos. Nesse meio, tem-se o Lorenzo e Hartley,

que utilizaram essa ferramenta para propor uma interpretação geométrica para derivada

de ordem arbitrária (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015). Sendo assim, nesta secção

apresentou-se as definições e propriedades das derivadas de ordem arbitrária de Grünwald-

Letinikov.

Definição 2.7.1. Seja y uma função definida em um intervalo qualquer, x um ponto fixo

no interior deste intervalo as derivadas de ordem arbitrária de Grünwald-Letinikov da

direita e esquerda são definidas por (ORTIGUEIRA, 2011):

y
(α)
+ (x) = lim

h→+0

(∆α
hy)(x)

hα
(α > 0), (2.47)

y
(α)
− (x) = lim

h→−0

(∆α
−hy)(x)

hα
(α > 0). (2.48)

em que ∆α
hy(x) e ∆α

−hy(x) é uma diferença finita de ordem α ∈ N0 de uma função y(x)

com passo h ∈ R e centrada no ponto x ∈ R

Sendo que esta definição é baseada na diferenciação finita que é dada por:

y(n)(x) = lim
h→0

(∆n
hy)(x)

hn
com n ∈ R, h e x ∈ R. (2.49)

A diferença finita é utilizada para definir uma derivada de ordem arbitrária subs-

tituindo na Eq.(2.49), n ∈ N por α > 0, logo:

(∆α
hy)(x) :=

∞∑
m=0

(−1)m

 α

m

 y(x−mh), com x, h,∈ R.

(2.50)
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com  α

m

 =
Γ(α + 1)

Γ(k + 1)Γ(α− k + 1)
.

Com isso a derivada de ordem arbitrária de Grünwald-Letinikov foi definida da

seguinte forma:

Dαy(x) = lim
h→0

∞∑
m=0

(−1)m

 α

m

 y(x−mh). (2.51)

Alguns autores consideram a série apresentada na Eq.(2.50) um aparente paradoxo

ao que Leibniz referiu-se em sua carta à L’Hospital. (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).

Propriedade 2.7.1. Linearidade - A propriedade de linearidade da derivada fracionária

é valida a partir (ORTIGUEIRA, 2011):

Dα
a [y(x) + g(x)] = Dα

a y(x) +Dα
a g(x). (2.52)

Propriedade 2.7.2. Casualidade - Considerando, t = x ∈ R, sendo que y(t) = 0, para

t < 0, logo tem-se Dα
a y(t) = 0, para t < 0 (ORTIGUEIRA, 2011).

Propriedade 2.7.3. Semi-grupo ou adição de expoentes - Se α > 0 e β > 0, então a

propriedade do semi-grupo é válida (ORTIGUEIRA, 2011):

(∆α
h∆α

hy)(x) = (∆α+β
h y)(x). (2.53)

Propriedade 2.7.4. Mudança de escala - Seja y(x) = g(ax), onde a é a constante. Seja

h = |h|eiθ e a = |a|eiφ. A partir da Eq. (2.51) tem-se:

Dα
θ g(ax) = lim

h→0

∞∑
m=0

(−1)m

 α

m

 g(ax− kah)

hα

= aα lim
h→0

∞∑
m=0

(−1)m

 α

m

 g(ax− kah)

ahα

= aαDα
θ+φg(τ)|τ=ax. (2.54)
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Propriedade 2.7.5. Tempo reverso - Se (x) é o tempo e f(x) = g(−x) usando a propri-

edade acima, então:

Dα
θ g(ax) = (−1)α lim

h→0

∞∑
m=0

(−1)m

 α

m

 g(−x+ kh)

(−hα)

= (−1)αDα
θ+φg(τ)|τ=−x. (2.55)

isso significa que a reversão do tempo converte o derivado direto para trás e vice-versa.

Propriedade 2.7.6. Função de casualidade anti-casualidade - Seja f(t) = tρ para t > 0

e f(t) = 0 para t < 0, logo:

Dα
f f(t) =

Γ(ρ+ 1)

Γ(ρ− α + 1)

ρ−α

, t > 0. (2.56)

Para a função anti-causalidade g(t) = tρ para t < 0 e g(t) = 0 para t ≥ 0, dado por:

Dα
b f(t) = (−1)α

Γ(ρ+ 1)

Γ(ρ− α + 1)

ρ−α

, t < 0. (2.57)

Propriedade 2.7.7. Se α > 0 e y(x) ∈ L1(R), então a transformada de Fourrier de ∆α
h

é dada por:

(F∆α
hy)(x) = (1− eixh)α(Fy)(x). (2.58)

Em particular, quando α = n ∈ N, aplicando na Eq.(2.50) tem-se (ORTIGUEIRA,

2011):

(∆α
hy)(x) :=

n∑
m=0

(−1)m

 n

m

 y(x−mh), com x, h,∈ R. (2.59)

Definindo a diferença finita ∆α
h(x) para α = 0, então:

(∆0
hf)(x) = f(x). (2.60)

Prosseguindo com Eq.(2.49) têm-se as derivadas de ordem arbitrárias de Grünwald-Letnikov

yα+(x) e yα+(x), da direita e esquerda respectivamente.
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y
(α)
+ (x) = lim

h→+0

(∆α
hy)(x)

hα
(α > 0). (2.61)

y
(α)
− (x) = lim

h→−0

(∆α
−hy)(x)

hα
(α > 0). (2.62)

através da Eq.(2.61), verifica-se a seguinte definição:

Dαy(x) = lim
h→+0

1

hα

n∑
k=0

(−1)k
Γ(α + 1)y(x− kh)

Γ(k + 1)Γ(α− k + 1)
, (2.63)

desde que o limite exista.

Utilizando a identidade:

(−1)γ
Γ(α + 1)

Γ(α− k + 1)
=

Γ(k − α)

Γ(−α)
, (2.64)

o resultado de Eq.(2.63) é

Dαy(x) = lim
h→+0

h−α

Γ(−α)

n∑
k=0

Γ(k − α)

Γ(−α)
f(x− kh). (2.65)

Quando α é igual a um inteiro m , a definição Eq.(2.63) reduz-se a integral de ordem

m como:

Dmf(x) = lim
h→+0

1

hm

n∑
k=0

 m

k

 f(x− kh). (2.66)

onde

 m

k

 é o coeficiente binômio usual.

O resultado Eq.(2.66) segue das definições clássicas das derivadas f ′(x), f ′′(x), · · · ,
respectivamente como:

Df(x) = lim
h→+0

f(x)− f(x− h)

h
= lim

h→+0

∆f(x)

h
, (2.67)
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D2f(x) = lim
h→+0

f ′(x)− f ′(x− h)

h
= lim

h→+0

∆2f(x)

h2
. (2.68)

onde

A expressão (2.50) da diferença de ordem arbitrária (∆α
hy)(x) admite a função y(x)

é dada pelo menos no semi-eixo. Para a função y(x) dada num intervalo finito [a, b], tal

diferença pode ser definida como uma continuação da função y(x) truncada além de [a, b]

(ORTIGUEIRA, 2011):

(∆α
hy)(x) = (∆α

hy
∗)(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

 α

k

 y(x− kh) x, h ∈ R, α > 0, (2.69)

onde

y∗ =

y(x), x ∈ [a, b],

0, x /∈ [a, b].
(2.70)

Com isso pode-se reescrever a diferença de ordem arbitrária Eq.(2.69) e termos da

função y(x), sendo que definidas da seguinte forma:

∆α
h,a+y(x) :=

[x−a
h

]∑
k=0

(−1)k

 α

k

 y(x− kh), x ∈ R, h > 0, α > 0, (2.71)

e

∆α
h,b−y(x) :=

[ b−x
h

]∑
k=0

(−1)k

 α

k

 y(x+ kh), x ∈ R, h > 0, α > 0. (2.72)

A derivada fracionária de Grünwald-Letnikov é uma grande aliada na resolução

de problemas numéricos. Destaca-se seu uso computacional, uma vez que, como já des-

tacado, a derivada fracionária pode ser calculada numericamente, devido a sua forma

expĺıcita em funções dos valores y(x).
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Difusão Fracionária

A difusão é um fenômeno comum na natureza e está presente em quase todos

os campos da engenharia e ciência. Na natureza é um processo que tende a modificar o

sistema até que atinja o estado de equiĺıbrio, sendo fundamental nos processos qúımicos,

f́ısicos e biológicos (PEDRON, 2015).

Ter uma compreensão de como procede tais fenômenos difusivos, é muito impor-

tante, pois dá condições de entender as causas do mecanismo e seus prinćıpios elementares.

Estes se caracterizam pelo funcionamento que consiste na movimentação de part́ıculas de

um meio com maior concentração, para um com menor concentração.

Isto é, as part́ıculas se movimentam independentemente umas das outras

chocando-se frequentemente com as moléculas do meio em que estão inseridas, sendo

que dificilmente chocam-se entre si. A saber, tem-se o processo de difusão de substância

através do meio, como uma gota de tinta que se dilui na água, a fumaça se “espalhando”

pelo ar, um ĺıquido evaporando no ambiente, dentre outros (PEDRON, 2015).

Como parte desse processo, além da difusão usual, existe também, a difusão

não-usual conhecida como anômala, que tem como principal caracteŕıstica, o crescimento

não-linear da variância, no decorrer do tempo. O seu marco inicial deu-se com o estudo

da difusão turbulenta realizado por Lewis Fry Richardson (1851-1953) (PEDRON, 2015).

3.1 Breve História

Tratando do contexto histórico, o estudo da difusão foi de interesse de vários

pesquisadores, dentre eles, matemáticos, médicos, biólogos e f́ısicos. Portanto, os pes-

quisadores que contribúıram diretamente para o avanço da difusão foram: Jean Josph

Baptiste Fourier (1768-1830), Thomas Graham(1805-1869), Adolph Eugen Fick (1852-

1937) e Lewis Fry Richardson (1851-1953) (VIEIRA, 2010).

Os estudos dos processos difusivos foram iniciados pelo f́ısico Jean Josph Bap-

tiste Fourier (1768-1830), através da discussão de forma abrangente, sobre os aspectos do

fluxo de calor em corpos.

Em relação ao trabalho realizado por Fourier, um dos mais importantes, dis-

correu acerca da propagação do calor, contribuindo assim, para a formulação da lei de

34
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propagação do calor, sendo apresentada e intitulada Théorie de la Propagation de la Cha-

leur dans les Solides (1807), nesse peŕıodo várias teorias mecânicas/termodinâmicas e

equações diferenciais estavam sendo formuladas (TATEISHI, 2010).

Além das contribuições conjecturadas, Fourier influenciou no desenvolvimento

de vários estudos na área da difusão, como na f́ısica, qúımica e biologia. Alguns trabalhos

como: Die Galvaniche Kette intitulado por Simon Ohm (1787-1854), difusão dos gases e

difusão de sais ĺıquidos realizados por Thomas Graham (1805 - 1869), leis fenomenológicas

realizados por Adolf Eugen Fick (1821 - 1901), tiveram a influência do autor referido.

(TATEISHI, 2010).

O primeiro estudo sistemático da difusão foi realizado por Thomas Graham

(1805 - 1869). O pesquisador nasceu em Glasgow, 1805 e foi o inventor da diálise, que

definiu como um método de separação por difusão, através de uma membrana.(1854)

(TATEISHI, 2010).

Graham realizou estudo sobre difusão de gases e ĺıquidos, entre 1828 a 1833

e apresentou seus resultados à Sociedade Real de Edimburgo, em 1831. Através desse

trabalho, ele descobriu que quanto menos denso um gás, maior a sua velocidade de difusão.

Dessa maneira, com base nesse estudo, enunciou-se a Lei de Graham: As velocidades de

difusão de gases, nas mesmas condições de temperaturas e pressão, são inversamente

proporcionais as ráızes quadradas de suas densidades, isto é:

V1

V2

=

√
d2

d1

. (3.1)

onde V1 é a velocidade do gás 1, V1 é a velocidade do gás 2, d1 é a densidade do gás 1, d2

é a densidade do gás 2.

O pesquisador não realizou somente uma experiência quantitativa de difusão,

mas, fez a primeira medição confiável que permitiu a determinação do coeficiente de

difusão. Em consequência disso, vários pesquisadores foram influenciados, como Adolf

Eugen Fick (1821 - 1901) que estabeleceu o coeficiente de difusão, Maxwell (1867) que

calculou os coeficientes de difusão em gases e J. Loschmidt (1863) que realizou medidas

clássicas na difusão, em um punhado de pares do gás, dentre outras. (GONZÁLEZ, 2006)

Graham realizou uma série de experiências de difusão em ĺıquidos e notou que

esta ocorre em três ordens de magnitude menor do que em gases e que a taxa de difusão

abrandou durante o tempo. (GONZÁLEZ, 2006)

Assim, sabe-se de outro pesquisador que contribuiu de modo significativo para
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o estudo da difusão, o fisiologista alemão Adolf Eugen Fick (1821 - 1901). Antes de

ingressar na faculdade de medicina em Berlim, cursou dois anos de f́ısica na universidade

de Marburg, sendo um dos pioneiros a publicar um artigo na área da f́ısica médica, o

tratado Die medizinische Physik (1856). Em seu trabalho discutiu problemas biof́ısicos,

como misturar o ar nos pulmões, o trabalho do coração, a economia do calor no corpo

humano, a mecânica da contração muscular, e outros. (TATEISHI, 2010)

Além do trabalho brilhante na área da medicina Fick realizou ótimas pesqui-

sas utilizando os fenômenos difusivos, no artigo Uber Diffusion (1855), consta citações a

trabalhos realizados por Graham com relação a difusão de sais e Fourier sobre a conduti-

vidade e a lei de ohm (TATEISHI, 2010).

Ao longo de seus estudos, Fick afirmou que o fluxo de matéria é proporcional

ao gradiente de sua concentração, com um fator de proporcionalidade k, que ele chamou

de “uma constante dependente da natureza das substâncias”, sendo que ele despreza as

forças externas que poderiam atuar no sistema, como a gravidade, originando a 1o lei de

Fick (TATEISHI, 2010).

No decorrer dos anos, pesquisas relativas a difusão foram evoluindo graças

também, aos estudos desenvolvidos pelo cientista inglês, Lewis Fry Richardson, ma-

temático, f́ısico, meteorologista, psicólogo e pacifista. Ainda que seu nome esteja ligado

a vários resultados relacionados na dinâmica dos flúıdos, na meteorologia e na análise

numérica (VULPIANI, 2014).

Portanto, com base na Lei de Fick, Richardson propôs a seguinte equação para

a difusão turbulenta (TATEISHI, 2010):

∂

∂t
P (`, t) =

∂

∂l

(
D(`)

∂

∂`
P (`, t)

)
. (3.2)

Essa difusão turbulenta foi o marco inicial para realização de pesquisas e estu-

dos sobre a difusão anômala, a partir dáı, diversos pesquisadores, tanto teóricos, quanto

experimentais, realizaram estudos nessa área. (TATEISHI, 2010)

3.2 Difusão Anômala

A difusão anômala tem como caracteŕıstica, o crescimento não linear da variância

no decorrer do tempo, ou seja, a difusão será considerada anômala se houver desvio no

comportamento, isto é, variação no crescimento linear do deslocamento quadrático médio.
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O estudo da difusão anômala iniciou com Lewis Fry Richardson que realizou o estudo da

difusão turbulenta. Como resultado escreveu um artigo intitulado Atmospheric Diffusion

Shown on a Distance Neighbour Graph (1926). (PEDRON 2015)

Esse processo difusivo tem aplicação em diversas áreas tais como: Difusão em

plasma, difusão e fluidos turbulentos, transporte dos fluidos em meio poroso, difusão em

fractais, análise de histogramas de batidas do coração em indiv́ıduos saudáveis, entres

outros sistemas f́ısicos. (PEDRON 2015).

O comportamento anômalo tem por descrição o crescimento da variância, sendo

que pode ser descrito por uma lei de potência. (GONZÁLEZ, 2006):

〈(∆x)2〉 ∼ αtβ, (3.3)

Algumas classificações, se β < 1 o processo é subdifusivo, se β > 1 o processo é

superdifusivo, se β = 1 descreve uma difusão padrão.

Desse modo, a difusão anômala possui em seu sistema diversas caracteŕısticas,

por exemplo, ela pode não ter uma variância finita, do tipo Lévy, mas também, pode

apresentar um segundo momento finito, no qual pode-se citar a descrição dos transportes

no meio poroso. (GONZÁLEZ, 2006)

Sabe-se que a principal propriedade da difusão anômala é o crescimento não

linear no tempo do deslocamento quadrático médio (leis do movimento browniano). Para

descrever esse tipo de difusão utiliza-se como modelagem as derivadas fracionárias na

equação de difusão usual (GONZÁLEZ, 2006).

3.3 Equação de difusão em meio poroso

A equação de difusão em um meio poroso foi inserida no século passado, em co-

nexão com a f́ısica, pelo cientista francês Jean Valentin Boussinesq. O autor foi o primeiro

a propor a equação de difusão, num meio poroso, através de um modelo matemático para

um processo f́ısico. Precisamente para calcular a altura do mont́ıculo de água na infil-

tração de águas subterrâneas. Ele usou como lei, o fluxo básico proposto por H. Darcy

em 1856, nesse caso com m = 2.(VÁZQUEZ, 2007)

Em 1930, a equação de difusão em meio poroso aparece novamente, desta vez

para m ≥ 2 no estudo de gases num meio poroso, ligados à extração de petróleo, nos tra-

balhos de dois engenheiros, o russo L. Leibenzon e o americano M. Muskat (VÁZQUEZ,

2007). Em 1948 o problema de infiltração de águas subterrânea em meio poroso foi reali-
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zado por Polubarinova- Kochina, onde propôs uma solução de similaridade que melhorou

o conhecimento de soluções especiais e seu papel na propagação finita (VÁZQUEZ, 2007).

A equação no meio poroso é dada por (VÁZQUEZ, 2007):

∂

∂t
u(x, t) = ∆(um(x, t)), m > 1, (3.4)

onde u(x, t) é uma função escalar não negativa do espaço x ∈ R e tempo t ∈ R, ∆ = ∆x

representa o operador de Laplace (VÁZQUEZ, 2007). É um grande exemplo de equação

diferencial parcial não linear. Em particular quando para m = 2 obtém-se a equação

Boussinesq. Outras aplicações que surgem desta equação são fluxo de gás através de um

meio poroso (Equação de Darcy-Lubenzon-Muskai), o modelo de transferência de calor

não linear (Equação de Zeinovich-Raizer), o fluxo de águas subterrâneas descritas pelo

modelo de Boussinesq, dentre outras (VÁZQUEZ, 2007).

3.3.1 Fluxo de gás através de um meio poroso

De acordo com Leibenzon e Muskat, o fluxo de gás num meio poroso pode ser

formulado de um ponto de vista macroscópio em termos da densidade de variáveis que

será representado por ρ, pressão será dada por p, velocidade será dada por V , que são

funções relacionadas ao tempo. Em decorrência disso esses valores estão relacionados

pelas seguintes leis (VÁZQUEZ, 2007):

(II) A equação de continuidade na mecânica dos flúıdos que é dada por:

ερ+∇.(ρV ) = 0, (3.5)

Nesse caso, ε ∈ (0, 1) representará a porosidade do meio e ∇ é operador de di-

vergência.

(II) A dinâmica dos fluxos através de meios porosos ou lei de Darcy;

µV = −K∇p, (3.6)

(III) Equação de estado, para gases perfeitos;

p = p0ρ
γ. (3.7)

Aqui o γ é o expoente politrópico, isto é seus valores são γ = 1 para processos

isotérmicos e γ > 1 para adiabáticos (VÁZQUEZ, 2007).
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Supondo que os parâmetros µ (viscosidade do fluido), ε (porosidade do meio), k

(a permeabilidade do meio) e p0 (pressão de referência) são positivos e constantes, pode-se

reduzir as Eq.(3.5), Eq.(3.7) para a seguinte forma (VÁZQUEZ, 2007):

ρt = c∆(ρm)m, (3.8)

com expoente m = 1 + γ e

c =
γkp0

(γ + 1)εµ
. (3.9)

3.3.2 Transferência de calor não linear

Outra aplicação importante é a propagação de calor com a condutividade térmica

dependente da temperatura, a equação geral que define tal processo é dada por (VÁZQUEZ,

2007):

cρ
∂T

∂t
= div(k∇T ). (3.10)

Em que T é a temperatura, c o calor espećıfico, ρ é a densidade do meio (que pode

ser um sólido, fluido ou plasma) e k é a condutividade térmica. Todos esses valores são

funções de x ∈ R3 e t > 0 t ∈ R (VÁZQUEZ, 2007).

No caso em que as variações de c, k, e ρ são despreźıveis adquirindo a equação

térmica clássica, porém quando o intervalo de variação das temperaturas é muito grande

(centenas ou milhares de graus), tal suposição não é muito razoável.

3.3.3 Fluxo de água subterrânea (Equação de Boussinesq)

A seguir um problema relacionado aos ĺıquidos, trata-se da infiltração de um ĺıquido

incompresśıvel (geralmente água), através de um meio poroso, em que tem como principal

problema, a infiltração de água subterrânea. Este modelo foi desenvolvido pela primeira

vez por Boussinesq, em 1903 e está relacionada com a motivação original de Darcy, como

foi dito anteriormente.
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A equação de Boussinesq é dada por (VÁZQUEZ, 2007):

ht = k(h2)xx. (3.11)

com a constante k = ρgk/2mµ, sendo um particular caso da equação de difusão num meio

poroso com m = 2, h é altura da camada, essa é a equação fundamental da infiltração

subterrânea.

Quando existe uma entrada de água no meio poroso (por recarga natural ou

artificial), ou uma sáıda (por sumidouros ou bombeamento), a equação assume a forma

completa (VÁZQUEZ, 2007):

ht = k∆(h2) + f. (3.12)

onde a função f(x, t) reflete esses efeitos conhecido como função fonte ou absorvente

(VÁZQUEZ, 2007).

3.4 Difusão não linear fracionária

Nesta seção realizou-se um estudo sistemático sobre a equação de difusão não

linear fracionária. Esta equação tem sido aplicada no estudo da difusão fracionária no

meio poroso, dáı a origem da nomenclatura equação de difusão no meio poroso, usada por

diversos pesquisadores. A equação tem por objetivo descrever o comportamento anômalo

da difusão associados aos efeitos de memória e distância que são descritos pelas derivadas

fracionárias.

Os dois casos que envolvem o comportamento anômalo e os operadores fra-

cionários são: difusão em meio poroso com derivada fracionária não linear temporal e

difusão em meio poroso com derivada fracionária não linear espacial.

3.4.1 Difusão em meio poroso com derivada fracionária espacial

Nesta seção objetivou-se verificar os efeitos de distância na equação de difusão

fracionária em meio poroso, usando um operador conhecido como Laplaciano fracionário.

Este operador é baseado nas derivadas fracionárias de Riesz, definidas a partir dos poten-

ciais de Riesz.

Os potenciais de Riesz, foram definidos por Marcel Riesz (1886-1969), ma-
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temático austro-hungaro, nascido em Györ, hoje na Hungria, ele foi criado no ambiente

de resolução de problemas do ensino da matemática. Destacou-se neste meio e ganhou a

competição Loránd Eötvös em 1904, estudou na Universidade de Budapeste e foi influen-

ciado por Lipót Fejér. Realizou pesquisas sobre problemas da teoria da série. O principal

trabalho de Marcel foi na área de análise funcional, as equações diferenciais parciais, f́ısica

matemática, teoria dos números e álgebra (RIESZ, 1988).

Marcel Riesz propôs uma modificação no núcleo de uma transformação inte-

gral, ao estudar potenciais de energia apresentou a transformação do tipo potência. Ao

invés do conhecido núcleo de Fourrier, ele acreditava que em alguns fenômenos, como

o comportamento (decaimento ou distribuição) não era de ordem exponencial (RIESZ,

1988).

Uma das principais propriedades da derivada fracionária de Riesz é a sua trans-

formada de Fourier definida no caṕıtulo 2.

As soluções de similaridade da equação fracionária espacial em meio poroso

baseado na expressão a seguir (HUANG, 2014):

∂

∂t
u(x, t) = ∆α/2um(x, t). (3.13)

com 1 < α < 2. As soluções de similaridade estão relacionadas aos grupos de simetria

da escala de equações diferenciais parcial, levando esta equação em uma outra variável de

similaridade, que é invariante em escala.

Os tipos especiais de perfis de similaridade são proporcionais a (R2 + |y|2)−q ou

(R2+|y|2)+q, para R > 0 e q > 0. Com isso a Eq.(3.13) pode ser descrita da seguinte forma

(R2 + |y|2)−1/(1−m) para m ∈
(
N − 2

N
, 1

)
ou (R2 + |y|2)1/(m−1) para m > 1 (HUANG,

2014).

Derivando os perfis de similaridade faz-se uso de algumas propriedades da

função hipergeométrica e seus Laplacianos fracionários, mas utiliza-se o principio da con-

servação das massas para determinar os perfis de Barenblatt (HUANG, 2014). Se u(x, t)

é a solução de Eq.(3.13)assim é Tλu(x, t) = λNβu(λβx, λt) com

β =
1

N(m− 1) + 2s
. (3.14)

Isso implica nas soluções de similaridade da forma u(x, t) = t−NβΦ(y) com y = xt−β,
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onde o perfil de similaridade Φ satisfaz a equação (HUANG, 2014):

(−∆)αΦm = β∇.(yΦ). (3.15)

Teorema 3.4.1. Para cada s ∈ (0, 1), a Eq.(3.15) admite solução de similaridade u(x, t) =

t−NβΦ(xt−β) com perfil especial Φ(y) = λ(R2 + |y|2)−q (q > 0) e β =
1

N(m− 1) + 2s

somente quando m =
N + 2− 2s

N + 2s
. Correspondente a solução similaridade

u(x, t) = λt−Nβ(R2 + |xt−β|2)−s−N/2. (3.16)

é uma solução clássica em (0,∞)×RN com u(x, t) −→Mδ(x) como t −→ 0 para M > 0

(HUANG, 2014). Derivando o perfil Barenblatt, tem-se (HUANG, 2014):

(−∆)sΦ(y)m = λm22sR−2−2mqΓ(mq + s)Γ(N
2

+ s)

Γ(mq)Γ(N
2

)
2F1

(
mq + s,

N

2
+ s;

N

2
;−|y|

2

R2

)
.

(3.17)

onde 2F1

(
mq + s,

N

2
+ s;

N

2
;−|y|

2

R2

)
é a função hipergeométrica. Por outro lado

∇.(yΦ(Y )) = λNR−2q
2F1

(
q,
N

2
+ 1;

N

2
;−|y|

2

R2

)
. (3.18)

Como resultado, a Eq.(3.15) reduz-se à identidade

2F1

(
mq + s,

N

2
+ s;

N

2
;−|y|

2

R2

)
= 2F1

(
q,
N

2
+ 1;

N

2
;−|y|

2

R2

)
, (3.19)

e a equação algébrica

λm22sR−2−2mqΓ(mq + s)Γ(N
2

+ s)

Γ(mq)Γ(N
2

)
= βλNR−2q. (3.20)

Com
N

2
+ s ∈ N

2
+ 1 em Eq.(3.19), então:

mq + s =
N

2
+ 1,

N

2
+ s = q. (3.21)



3.4 Difusão não linear fracionária 43

ou

m =
N + 2− 2s

N + 2s
, q =

N

2
+ s. (3.22)

Simplificando a Eq.(3.20)

λ1−mR2−2sβ = 22s−1 Γ(N
2

+ s)

Γ(N
2

+ 1− s)
. (3.23)

Juntamente com a condição de massa total

M =

∫
RN

Φ(y)dy = λπ
N
2 R−2s Γ(s)

Γ(N
2

+ s)
. (3.24)

sendo que esses parâmetros λ e R são determinados de forma exclusiva (HUANG, 2014).

Quando m = 1 e s = 1/2, o perfil correspondente é o kernel de Poisson. As novas soluções

acima podem ser vistas como um ramo cont́ınuo do ponto s = 1/2 para todo o intervalo

s ∈ (0, 1) (HUANG, 2014).

3.4.2 Difusão em meio poroso com derivada fracionária tempo-

ral

O modelo de difusão com derivada fracionária temporal é baseado nos traba-

lhos de Djordevic e Atanocovic (DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008), L.Plocinzak

e H Okasinra (PLOCINICZAK, 2013). O primeiro apresenta duas soluções expĺıcitas e

uma numérica para investigação do comportamento anômalo, considerando a derivada

fracionária no tempo. O segundo artigo desenvolve métodos numéricos e obtém soluções

aproximadas que descrevem o comportamento de um problema experimental de difusão

como pode ser visto com detalhes em seu artigo (DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008).

A equação de difusão fracionária temporal é considerada da seguinte forma:

Dβ
t u(x, t) =

∂

∂x
[um(x, t)

∂

∂x
u(x, t)], 0 < β ≤ 1. (3.25)

assim, u(x, t) é a concentração da substância, Dβ
t representa a derivada fracionária de

Riemann-Liouville.

As soluções de similaridade da equação de difusão fracionária temporal da

Eq.(3.25), que são definidas como soluções anaĺıticas da forma:
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u(x, t) = taU(η), η = xt−b, (3.26)

onde a, b ∈ R aplicando na Eq.(3.25) com as condições iniciais u(x, 0) = 0. Aplicando a

derivada de Riemman-Liouville em Eq.(3.26) tem-se:

Dβ
t u(x, t) =

1

Γ(1− β)

∂

∂t

∫ t

0

(t− s)−βu(x, s)ds

=
1

Γ(1− β)

∂

∂t

∫ t

0

(t− s)−βsaU(xs−b)ds. (3.27)

Para reescrever a Eq.(3.27) foi realizada a seguinte mudança de variável τ =
s

t
então:

Dβ
t u(x, t) =

1

Γ(1− β)

∂

∂t

[
ta−β+1

∫ 1

0

(1− τ)−βτaU(ητ−b)dτ

]
. (3.28)

Para simplificar foi utilizado operador Erdélyi-Kober F
(a,b)
β :

F
(a,b)
β U(η) =

1

Γ(1− β)

∫ 1

0

(1− τ)−βτaU(ητ−b)dτ, (3.29)

Então:

∂

∂t

[
ta−β+1F

(a,b)
β U(η)

]
=

∂

∂t

(
ta−β+1

)
F

(a,b)
β U(η) + ta−β+1 ∂

∂t

(
F

(a,b)
β U(η)

)
,

= (1− β + a)ta−βF
(a,b)
β U(η) + ta−β+1(−bηt−1)

d

dη
F

(a,b)
β U(η)

= ta−β
[
(1− β + a)− bη d

dη

]
F

(a,b)
β U(η). (3.30)

Diante disso o lado direito da Eq. (3.25) é da seguinte forma:

∂β

∂tβ
u(x, t) = t−2b+(m+1)a d

dη

(
Um(η)

d

dη
U(η)

)
, (3.31)

em que a derivada em relação η na Eq. (3.25), obtendo a seguinte forma:

ta−β
[
(1− β − a)− bη d

dη

]
F a,b
β U(η) = t−2b+(m+1)a d

dη

(
Um(η) d

dη
U(η)

)
, (3.32)
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Impondo a invariância na variável t, se obtém a seguinte relação:

a− β = −2b+ (m+ 1)a

a− β = −2b+ am+ a

β − 2b+ma = 0. (3.33)

Onde tem a seguinte equação:(
(1− β − a)− bη d

dη

)
F a,b
β U(η) =

d

dη

(
Um(η)

d

dη
U(η)

)
.

(3.34)

Admitindo a condição obtém-se:

a =
β − 2

m+ 2
, b =

(m+ 1)β −m
m+ 2

, (3.35)

e pode-se reescrever a Eq.(3.34) da seguinte forma:(
−b− bη d

dη

)
F a,b
β U(η) = d

d

dη

(
Um(η)

d

dη
U(η)

)
d

dη

(
−bηF a,b

β U(η)
)

=
d

dη

(
Um(η)

d

dη
U(η)

)
(
−bηF a,b

β U(η)
)

=

(
Um(η)

d

dη
U(η)

)
bηUm(η)F a,b

β U(η) = U ′(η)

U ′(η) = R(η, U, F a,b
β ). (3.36)

isso implicará em uma equação de primeira ordem.

3.5 Aproximações Numéricas para uma Equação de

difusão fracionária não-linear

Para uma solução numérica com problema de difusão não linear fracionário, inici-

almente, aplica-se o método de similaridade na equação a seguir:

Dβ
t u(x, t) =

∂

∂x
[um(x, t)

∂

∂x
u(x, t)], 0 < β ≤ 1. (3.37)

A solução numérica para a equação de difusão não linear, está associada a
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Eq.(3.36). Para isso, se faz necessário discretizar o operador fracionário de Erdélyi-Kober

(E-K).

3.5.1 Discretização do Operador Erdélyi-Kober

O operador integral fracionário Erdélyi-Kober (E-K) é definido da seguinte forma

(PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

Fa,b,c y(x) :=
1

Γ(b)

∫ t

0

(1− s)b−1say(s1/cx)ds, x ∈ (0, X), (3.38)

em que os cálculos numéricos decorre da transformação de t = s1/cx feita na Eq.(3.38),

isso leva à representação do operador de Volterra (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Fa,b,c y(x) :=
cx−c(a+b)

Γ(b)

∫ x

0

(xc − tc)b−1tc(a+1)−1y(t)dt. (3.39)

Para fazer a discretização do operador E-K aplicou-se a regra de quadratura,

aproximando a função y e não o resto do integrando. Permitindo realizar uma parte

do cálculo minimizando analiticamente o erro de discretização. As regras de quadratura

utilizadas são: retangulares, ponto médio e trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK,

2017).

0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sn = 1. (3.40)

Para tal, maxi(si+1 − si) → 0 a medida que a grade é refinada, isto é n → ∞.

Neste caso não é necessário discretizar a variável x. Então:

Fa,b,c y(x) :=
1

Γ(b)

n−1∑
i=0

∫ si+1

si

(1− s)b−1say(s1/cx)ds, (3.41)

Considerando a seguir algumas formas de aproximar o valor de y em um subin-

tervalo [si − si+1], aplicou-se a regra de quadratura escolhida na função Y (s) := y(s1/bx)

para os valores fixos de x e c (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

1) Regra retangular (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): a cada subinter-

valo, construir um retângulo aproximado com a altura igual a Y (si). Por Lra,b,c denomi-



3.5 Aproximações Numéricas para uma Equação de difusão fracionária
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nando o operador que dá a discretização de Fa,b,c. Sendo dada da seguinte forma:

Lra,b,cy(x) :=
1

Γ(b)

n−1∑
i=0

y(s1/cix)

∫ si+1

si

(1− s)b−1sads =
n−1∑
i=0

υri (a, b)y(s
1/c
i x), (3.42)

definindo os seguintes parâmetros:

υri (a, b) :=
1

Γ(b)

∫ si+1

si

(1− s)asads =
B(si+1; a+ 1, b)−B(si; a+ 1, b)

Γ(b)
, (3.43)

em que B(si+1; a+1, b) é a função beta incompleta (LUKE, 2014). No caso em que a = 0:

vri (0, b) =
(1− si)b − (1− si−1)b

Γ((b+ 1))
. (3.44)

2) Regra do ponto médio (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): a altura do

retângulo aproximado é Y (si+1/2), onde (si+1/2) := (si+1 + si)/2. A discretização da regra

do ponto médio é a seguinte:

Lma,b,c y(x) :=
1

Γ(b)

n−1∑
i=0

y(s
1/c
i+1/2x)

∫ si+1

si

(1− s)b−1sads =
n−1∑
i=0

υri (a, b)y(s
1/c
i+1/2x), (3.45)

onde os parâmetros υr(a, b), são os mesmos da regra retangular.

3) Regra trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): para a regra tra-

pezoidal, ao aproximar a função Y pelos segmentos de linha, isto é, Y (s) ≈ [(Y (si+1 − Y (si))) /(si+1 − si] (s−
si) + Y (si) em [si, si+1) (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017). Isso dá a seguinte discre-

tização:

Lta,b,c y(x) :=
1

Γ(b)

n−1∑
i=0

y(s
1/c
i+1x)− y(s

1/c
i+ x)

si+1 − si

∫ si+1

si

(1− s)b−1sa(s− si)ds

+ y(s
1/c
i+ x)

∫ si+1

si

(1− s)b−1sads

=
n−1∑
i=0

υti(a, b)y(s
1/c
i+ x), (3.46)

onde os pesos trapezoidais são definidos por:

υti(a, b) :=


B0, i = 0;

Ai−1 +Bi, 0 < i < n;

An−1, i = n;

(3.47)
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Ai :=
1

Γ(b)

δiB(a+ 2, b)− siδiB(a+ 1, b)

si+1 − si
,

Bi :=
1

Γ(b)

(
δiB(a+ 1, b)− δiB(a+ 2, b)− siδiB(a+ 1, b)

si+1 − si

)
(3.48)

em que,

δiB(a, b) := B(si+1; a, b)−B(si; a, b). (3.49)

Ao avaliar as discretizações y em um ponto s
1/c
i x, que depende do parâmetro c e

do intervalo [0, 1] (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < ti · · · < tn = x (3.50)

Aplicando para integral E-K na Eq.(3.39),

Fa,b,c y(x) :=
cx−c(a+b)

Γ(b)

n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

(cx − tc)b−1tc(a+1)−1y(t)dt, (3.51)

e aplicando as interpolações na função y.

Regra retangular (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): ao aproximar y em

[yi, yi+1) por y(ti) e obtém-se:

Kr
a,b,cy(x) :=

cx−c(a+b)

Γ(b)

n−1∑
i=0

y(ti)

∫ ti+1

ti

(xc − tc)b−1tc(a+1)−1dt, (3.52)

ao aplicar a mudança de variável s = (t/x)c, obtém-se:

Kr
a,b,cy(x) :=

1

Γ(b)

n−1∑
i=0

y(ti)

∫ (ti+1/x)c

(ti/x)c
(1− s)b−1sads =

n−1∑
i=0

wri (a, b, c)y(ti), (3.53)

onde

wri (a, b, α) :=
B(ti+1/x)c; a+ 1, b)−B(ti/x)c; a+ 1, b)

Γ(b)
, (3.54)

no caso em que a = 0, tem:

wri (0, a, b) =
(1− (ti/x)c)b − (1− ((ti+1/x)b))

Γ(b+ 1)
, (3.55)



3.5 Aproximações Numéricas para uma Equação de difusão fracionária
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Regra do ponto médio (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

Lma,b,cy(x) :=
1

Γ(b)

n−1∑
i=0

y(ti+1/2)

∫ (ti+1/x)c

(ti/x)c
(1− s)b−1sads =

n−1∑
i=0

wri (a, b, c)y(ti+1/2), (3.56)

onde os parâmetros são iguais aos da regra retangular dados na Eq.(3.54).

Regra do trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017): ao utilizar o

polinômio Lagrange de primeira ordem para aproximar y(x) para cada intervalo [ti, ti+1],

i.e y(t) ≈ [(y(ti+1)− y(ti))/(ti+1 − ti)] (t−ti)+y(ti) o que nos dá a quadratura trapezoidal

Kt
a,b,cy(x) =

n∑
i=0

wti(a, b, c)y(ti), (3.57)

onde os pesos são definidos por:

wti(a, b) :=


D0, i = 0;

Ci−1 +Bi, 0 < i < n;

Cn−1, i = n

(3.58)

com

Ci :=
1

Γ(b)

x∆iB(a+ 1/c+ 1, b, c)− ti∆iB(a+ 1, b, c)

ti+1 − ti
,

Bi :=
1

Γ(b)

(
∆iB(a+ 1, b, c)− x∆iB(a+ 1/c+ 1, b, c)− ti∆iB(a+ 1, b, c)

ti+1 − ti

)
(3.59)

em que:

∆iB(a, b, c) := B((ti+1/x)c; a, b)−B((ti/x)c; a, b). (3.60)

Lema 3.5.1. Para a, b ∈ R e c > 0 tem-se (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

1

n

n−1∑
i=1

(
i

n

)a−1(
1−

(
i

n

)c)b−1

∼



1
c
B(a

c
, c), a > 0 e b > 0;

ln n, a = 0 e b > 0;

cb−1ln n, a > 0 e b = 0;

ζ(1− a)n−a, a < 0 e b > a;

cb−1ζ(1− b)n−b, b < 0 e a > b;

(1 + ca−1)ζ(1− a)n−a, a = b < 0,

(3.61)
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como n→∞, prova em (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Lema 3.5.2. Para m ≥ 1. Se −1 < a < m− 1 ou 0 < b < m, tem-se:

Tn :=
1

nk+m

n−1∑
i=1

γ
(m)
a,b,c(σi) =

0(n−(k+m−1), a > m− 1 e b > m;

0(n−(k+δ−1), −1 < a < m− 1 ou 0 < b > m;
(3.62)

como n→∞, onde δ := min {a+ 1, b} e σi ∈ (
i

n
,
i+ 1

n
). Sendo que Tn = 0(n−(k−1)) com

n→∞, prova em (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Teorema 3.5.1. Erro de discretização - Para cada regra de quadratura foram fixados

os valores a, b, c > 0 sendo que y ∈ C2(0, X). Então para um valor fixo x ∈ (0, X)

os erros de discretização correspondem ao operador Fa,b,c tem o seguinte comportamento

assintótico como n→∞, logo (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017):

1) Regra Retangular

Fa,b,c y(x)− Lra,b,cy(x) ∼ x

c

y′(σ1/cx)

2Γ(b)


n−1B

(
1
c

+ a, b
)
, 1

c
+ a > 0;

n−1ln n, 1
c

+ a = 0;

n−(1+ 1
c
+a)ζ

(
1− 1

c
− a
)
, 1

c
+ a > 0;

Fa,b,c y(x)−Kr
a,b,cy(x) ∼ 1

n

X

2Γ(b)
y′(τ)B(a+ 1, b). (3.63)

2) Regra Trapezoidal

Fa,b,c y(x)− Lta,b,cy(x) ∼


−x
c

(
1
c
− 1
) y′(σ 1

c
x)

12Γ(b)


n−2B

(
1
c

+ a− 1, b
)
, 1

c
+ a > 0;

n−1ln n, 1
c

+ a = 0

n−(1+ 1
c
+a)ζ

(
2− 1

c
− a
)
, 1

c
+ a > 0;

− 1
n2

X2y′′(σx)
12Γ(b)

B(a+ 1, b);

Fa,b,c y(x)−Kt
a,b,cy(x) ∼ − 1

n2

x2

12Γ(b)
y′′B(a+ 1, b). (3.64)
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3) Regra do Ponto Médio

Fa,b,c y(x)− Lma,b,c y(x) =


O(n−2), a+ 1

c
> 1 e b ≥ 1;

O(n−2lnn), a+ 1
c

= 1 ou b ≥ 1;

O(n−(1+min{b,a+ 1
c
})), −1 < a+ 1

c
< 1 ou 0 < b < 1

.(3.65)

Fa,b,c y(x)−Km
a,b,c y(x) =

O(n−2), a+ 1
c
> 1 e b ≥ 1;

O(n−(1+min{b,a+ 1
c
})). −1 < a+ 1

c
< 1 ou 0 < b < 1

(3.66)

Os valores, σ ∈ (0, 1) e τ ∈ (0, x) dependem dos parâmetros a, b, c função y e podem ser

diferentes para cada discretização.

Prova 3.5.2. Prova do teorema 1 para a regra retangular: Considerando a discretização

retangular do operador Lra,b,c definido em na Eq.(3.42), aplicando na série de Taylor para

s ∈ [si, si+ 1) e σ ∈ (si, si+1).

y = (s
1
cx) = y(s

1
c
i x) +

x

c
σ

1
c
−1

i y′(σ
1
c
i x)(s− si), (3.67)

com isso, então:

Fa,b,c y(x) := Lra,b,cy(x) +Rr, (3.68)

onde

Rr =
x

c

1

Γ(b)

n−1∑
i=0

∫ si+1

si

σ
1
c
−1

i y′(σ
1
c
i x)(1− s)b−1sa(s− si)ds. (3.69)

Com o valor fixo de i para a seguinte função auxiliar:

F (z) :=

∫ z

si

(1− s)b−1sa(s− si)ds. (3.70)

Utilizando o teorema do valor médio, e somando as integrais (verifica-se que (s − si),

sendo que s ∈ (si, si+1 não se altera), logo:

Rr =
x

c

y′(σ
1
c
i x)

Γ(b)

n−1∑
i=0

σ
1
c
−1

i F (si+1), (3.71)
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para σ ∈ (0, 1). Ao definir a integral F , sendo feita em termos da função beta, recuperando

o comportamento da ordem principal para n → ∞. Desenvolvendo F na série Taylor

nota-se que F (si) = F ′(si) = 0, com isso foi determinado s = si+1 para 1 ≤ i ≤ n − 1

então:

F (si+1) =
1

2
(1− si)b−1sai (si+1 − si)2 +

d2

ds2

[
(1− s)b−1sa(s− si)

]
s=σi

(si+1 − si)3

6
. (3.72)

Para o ponto intermediário σi ∈ (si + si+1), pois, si+1 − si =
1

n
, pelo Lema 3.5.1 tem o

primeiro termo na fórmula acima que é 0(n−2) e mostrando que o segundo termo é de

ordem superior.Ao desenvolver a derivada para obter:

d2

ds2
[γa,b,c(S)(S − Si)]s=σi

1

6n3
=
(
γ′′a,b,c(σi)(σi − si) + 2γ′a,b,c(σi)

) 1

6n3
, (3.73)

em que, γa,b,c := (1 − sc)b−1sa, s ∈ (0, 1), a, b ∈ R, c > 0, multiplicando por σ
1
c
−1

i e

somando 1 ≤ i ≤ n− 1 tem:∣∣∣∣∣ 1

6n3

n−1∑
i=0

σ
1
c
−1

i

d2

ds2
[γa,b,c(S)(S − Si)]s=σi

∣∣∣∣∣ ≤ 1

6n4

n−1∑
i=0

σ
1
c
−1

i |γ′′a,b,c(σi)|+

+
2

6n3

n−1∑
i=0

σ
1
c
−1

i |γ′a,b,c(σi)|. (3.74)

De acordo com o Lema 3.5.2, no lado direito tem (n − 1) (com k = 2, m = 2 e m = 1

para a primeira e segunda soma, respectivamente). Em consequência disso a partir do

restante da Eq.(3.72), conclúı que:

Rr ∼ x

c

y′(σ1/cx)

2Γ(b)


n−1B

(
1
c

+ a, b
)
, 1

c
+ a > 0;

n−1ln n, 1
c

+ a = 0;

n−(1+ 1
c
+a)ζ

(
1− 1

c
− a
)
, 1

c
+ a > 0;

onde o Lema 3.5.1 foi usado na determinação da forma assintótica da série (o termo

i = 0 em Eq.(3.71) desaparece devido à convergência de integral).

O erro de discretização para o segundo método (Eq.3.53) pode ser obtido em uma

situação. No segundo momento do operador Fa,b,c (Eq.3.51) substitui y em t = ti, para a
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série de Taylor obter:

Fa,b,cy(x) = Kr
a,b,cy(x) +

cx−c(a+b)

Γ(b)

n−1∑
i=0

y′(τi)

∫ ti+1

ti

(xc − tc)b−1tc(a+1)−1(t− ti)dt

= Kr
a,b,cy(x) + P r, (3.75)

onde o teorema do valor médio e definir o restante em P r. Introduzindo a função auxiliar:

G(z) :=

∫ z

ti

(xc − tc)b−1tc(a+1)−1(t− ti)dt, (3.76)

substituindo na série de Taylor-Lagrange em t = ti e avaliado em t = ti+1

G(ti+1) = (xc − tci)b−1t
c(a+1)−1
i

x2

2n2
+
d2

dt2
[
(xc − tc)(b−1)tc(a+1)−1(t− ti)

]
|t=τi

x3

6n3
, (3.77)

usando ti+1 − ti = x/n. Logo tem:

d2

dt2
[
(xc − tc)(b−1)tc(a+1)−1(t− ti)

]
|t=τi = x2(1−c)+c(b−a) d

2

dt2

×
[
γc(a+ 1)− 1, b, c

(
t
x

) (
t
x
− ti

x

)]
t=τi

, (3.78)

e i/n ≤ t/x < (i + 1)/n portanto, pelo Lema 3.5.2, mostrando que o segundo termo é

derivada de ordem superior ao primeiro. Inserindo a equação acima na definição de P r,

logo:

P r ∼ 1

n

x

2γ(b)
y′(τ)B(a+ 1, b), (3.79)

com n −→ ∞. Finalizando a prova para a regra retangular (PLOCINICZAK; SOBIE-

ZEK, 2017).

Observe que a discretização realizada por L é sempre inferior ao operador K,

que é evidente ao valor c, isso para as regras retangulares e trapezoidal que perdem a

taxa de convergência para c− 1 + a < 0 ou c− 1 + a < 1, respectivamente. Além disso, a

regra do ponto médio sofre de uma singularidade do núcleo, mesmo para a discretização

do K. Ou seja, ela (regra do ponto médio), perde sua taxa de convergência se 0 < b < 1.

No entanto, a maior vantagem desse método reside na simplicidade inquestionável da

implementação. Logo em seguida é apresentado um corolário do Teorema 3.5.1. A partir

da inspeção de sua prova, pode-se observar que a continuidade das derivadas de y implica

em limites em [0, X]. Isso nos permite escrever limites uniformes para os erros.
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Corolário 3.5.3. Os valores a, b, c são fixos, com isso foi definido que y ∈ C2(0, X).

O valor de M é denominado comum para y′ e y′′, i.e |y′(x)| ≤ M e y′′(x)| ≤ M para

x ∈ (0, X). A seguir têm os seguintes limites uniformes sobre os erros de discretização,

para as regras de quadratura: retangular e trapezoidal (PLOCINICZAK; SOBIEZEK,

2017).

1) Regra Retangular

|Fa,b,c y(x)− Lra,b,c y(x)| ≤ x

c

M

2Γ(b)


n−1B

(
1
c

+ a, b
)
, 1

c
+ a > 0;

n−1lnn, 1
c

+ a = 0;

n−(1+ 1
c
+a)ζ

(
1− 1

c
− a
)
, 1

c
+ a > 0;

(3.80)

|Fa,b,c y(x)−Kr
a,b,c y(x)| ≤ 1

n

X

2Γ(b)
MB(a+ 1, b). (3.81)

2) Regra Trapezoidal

|Fa,b,c y(x)− Lta,b,c y(x)| ≤


x
c

(
1
c
− 1
)

M
12Γ(b)


n−2B

(
1
c

+ a− 1, b
)
, 1

c
+ a > 0;

n−1lnn, 1
c

+ a = 0; c 6= 1;

n−(1+ 1
c
+a)ζ

(
2− 1

c
− a
)
, 1

c
+ a > 0;

1
n2

X2M
12Γ(b)

B(a+ 1, b), c = 1.

.

|Fa,b,c y(x)−Kt
a,b,c y(x)| ≤ 1

n2

X

2Γ(b)
MB(a+ 1, b). (3.82)

Algumas simulações foram feitas para mostrar numericamente o teorema, com

isso verificou-se a constante de erro para as regras trapezoidais e retangulares. Utilizando

y(x) = x no primeiro momento e y(x) = x ou y(x) = x2/2 para o último, essas funções

foram escolhidas, por que apresentam uma derivada constante independentemente do

ponto em que é avaliada. As Fig.(3.1) e Fig.(3.2), mostram esse resultado. Os gráficos

representam a seguinte proporção como uma função de n diferente para cada uma das

discretizações. Por exemplo:

|Fa,b,c y(x)−Kt
a,b,c y(x)|

x

2Γ(b)n
B(a+ 1, b)

, (3.83)



3.5 Aproximações Numéricas para uma Equação de difusão fracionária
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Figura 3.1: Relação da Regra Retangular
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Para a regra Retangular utiliza-se os seguintes parâmetros a = 0.5, b = 1.5 e

c = 0.5 e X = 1, em função de n, onde a relação utilizada foi as Eq.(3.80) e Eq.(3.81).

Figura 3.2: Relação da Regra Trapezoidal.
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Para a regra Trapezoidal faz o uso dos seguintes parâmetros a = 0.5, b = 1.5 e

c = 0.5 e X = 1, em função de n, onde a relação utilizada foi as Eq(3.82) e Eq(3.82). Em

geral as expressões acima devem se aproximar de 1 para n grande.

3.5.2 Solução numérica para equação de difusão fracionária não

linear

Considerando a equação integro-diferencial Eq.(3.36) (PLOCINICZAK; SOBIE-

ZEK, 2017):

y′ = f(x, y, Fa,b,cy), y(0) = y0, x ∈ (0, X). (3.84)
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sendo que a função f é Lipschitziana cont́ınua em relação ao terceiro e segundo argumento,

isto é

|R(x, u, p)− f(x, v, p) ≤ L1|u− v|, |f(x, u, p)− f(x, v, q) ≤ L2|p− q|, (3.85)

para algumas constantes L1,2 > 0. Para provar os resultados a condição de regularidade

em f tem que ser considerada, ou seja,

f ∈ C2(R3). (3.86)

que será necessário para usar estimativas no erro de discretização da quadratura tra-

pezoidal. Verifica-se que Eq.(3.85) implica em Eq.(3.86). Para encontrar uma solução

numérica da Eq.(3.36), tem-se o seguinte esquema de diferenças finitas que associa com a

discretização de Fa,b,c quanto a equação integro-diferencial,

yn+1 = yn +
h

2
(f(xn, yn, K

t
a,b,cyn) +R(xn+1, yn+1, K

t
a,b,cyn+1)), (3.87)

Dessa forma, o operador de discretização Kt
a,b,c foi definido em Eq.(3.57). A grade

uniforme xn = nh, onde h = X/N para 0 ≤ x ≤ X e N ∈ N. Além disso, as aproximações

numéricas são definidas como usual yn ≈ y(xn), onde é a solução de Eq.(3.36).

A ilustração Fig.(3.3) mostra a interpretação de geométrica do que foi explicado, sendo

que o método trapezoidal foi utilizado com os seguintes parâmetros, a = 0.5, b = 0.5,

β = 0.5, 0.6, 1.

Figura 3.3: Esboço que ilustra o Regra Trapezoidal.
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Teorema 3.5.4. (Erro de Trucamento) Suponha que R satisfaz Eq.(3.86) para x ∈ [0, X].
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Então, para a > −1 e b > 0 e c > 0, o erro de truncamento local para o método diferenças

finitas da Eq.(3.87) é O(h3) como h→ 0 (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017).

Além do erro de trucamento, observa-se que o método numérico da Eq.(3.87) é con-

vergente para a solução exata integro-diferencial Eq.(3.36), sendo convergente para b ≥ 1.

Teorema 3.5.5. (Convergência) Suponha que f satisfaça a Eq.(3.86) para x ∈ [0, X].

Então, para a > −1, b ≥ 1 e c > 0, o método de diferenças finitas Eq.(3.87) é convergente

de segunda ordem isto, é, (PLOCINICZAK; SOBIEZEK, 2017)

|y(xn)− yn| = O(h2) as h→ 0 com nh = const. (3.88)



4

Difusão Fracionária não-linear com

reação e convecção

Neste caṕıtulo, realizou-se um estudo sistemático de difusão não linear fracionária

e soluções do tipo ondas viajantes, com propagação finita. Estas vêm sendo aplicadas em

diversas áreas tais como: Infiltração de águas subterrâneas no solo, transporte anômalo em

sistema desordenado, processos não markivianos envolvendo protéınas, transporte de gases

num meio poroso, padrões por colônias bacterianas, transferência de calor, combustão,

reação qúımica, dinâmica do fluido, f́ısica de plasma. No processo de difusão foi associado

mais dois fenômenos: convecção e reação. Ambos importantes, pois em geral aparecem

de forma natural associados a esse tipo de processo (GILDING; KERSNER, 2012).

4.1 Difusão fracionária não-linear com reação e con-

vecção

Gilding e Kersner apresentam em seu livro (GILDING; KERSNER, 2012) um

estudo sobre soluções do tipo ondas viajantes com propagação finita, para equação de

difusão com convecção e reação de ordem inteira apresentando uma série de soluções

anaĺıticas para o problema. Elas estão diretamente associadas as potências que aparecem

na função incógnita nos termos correspondentes a cada fenômeno.

A equação de difusão fracionária proposta nas derivadas fracionárias de Grünwald-

Letinikov e Riesz Feller, define a equação de difusão fracionária não linear com reação-

convecção:

tD
β
θ u(x, t) = xD

α
θ1
um(x, t) + λ1xD

γ
θ2
un(x, t) + λ2u

p(x, t), m > 1, e λ1, λ2, p ∈ R. (4.1)

onde tD
β
θ é a derivada fracionária de Grünwald-Letinikov, com 0 < β < 1, θ ∈ {0, π}

e xD
α
θ1
, xD

γ
θ2

são as derivadas fracionária de Riesz Feller, com 1 < α < 2, 0 < γ < 1,

xD
α
θ1
um(x, t) o termo representa a difusão não-linear, xD

γ
θ2
un(x, t) é o termo convectivo e

up(x, t) é o temo reativo (λ2 > 0 termo fonte ou λ2 < 0 termo de absorção). Para recuperar

58
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a equação clássica θ1 → 0 e θ2 → 1. A equação de difusão fracionária não-linear com

reação-convecção é a seguinte:

tD
β
θ u(x, t) = xD

α
0 u

m(x, t) + λ1xD
γ
1u

n(x, t) + λ2u
p(x, t). (4.2)

Assim, xD
α
0 = Dα

x é a derivada fracionária de Riesz.

Recuperando o caso de ordem inteira clássica da equação, quando β → 1,

α → 2 e γ → 1. Muitas aplicações emergem desta equação. Por exemplo, citando a

equação num meio poroso considerando λ1 = λ2 = 0, cujo, caso particular é a equação de

Bousnesq (m = 2), que aparece em problemas de hidrologia. Outros modelos importantes

são descritos nas equações difusão-convecção (λ2 = 0) e difusão-reação (λ1 = 0).

4.2 Ondas viajantes

As soluções do tipo ondas viajantes com propriedade de escala na variável espacial

x, ou seja, g(x± ct) = xag(1± c t
x

), onde c é velocidade de onda e a é associado ao grau

de homogeneidade. Assim, introduzindo u(x, t) na forma:

u(x, t) = xaU(η), η = 1± c t
x
, e x 6= 0. (4.3)

onde a é um parâmetro a ser determinado.

A derivada de Grünwald-Letnikov de u(x, t) tem-se:

tD
β
θ u(x, t) = tD

β
θ

[
xaU

(
1± c t

x

)]

= xae−iθβ lim
|h|→0

∑∞
k=0(−1)k

 β

k

U
(

1± c(t−kh)
x

)
|h|β

= xae−iθβ lim
|h|→0

∑∞
k=0(−1)k

 β

k

U
(

1± ct
x
− k(±c)h

x

)
|h|β

= xa−b(±c)βe−iθβ lim
|ν|→0

∑∞
k=0(−1)k

 β

k

U(η − kν)

|ν|β
, com

(±c)h
x

= (±c)βxa−βηDβ
θU(η). (4.4)
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A derivada fracionária de Riesz de u(x, t) é:

Dα
xu

m(x, t) = Dα
x [xamUm(1± c t

x
)] = dα

[
xamUm

(
1± c t

x

)]
∗ |x|−α−1

= dα

∫ +∞

−∞
samUm

(
1± c t

s

)
|x− s|−α−1ds

= dα

[∫ +∞

x

(s− x)−α−1samUm

(
1± c t

s

)
ds+

∫ x

−∞
(x− s)−α−1samUm

(
1± c t

s

)
ds

]
.

(4.5)

As integrais são dadas a seguir:∫ x

−∞
(x− s)−α−1samUm

(
1± c t

s

)
ds.

(4.6)

Aplicando na nova variável τ = 1± ct

s
na Eq.(4.6), tem-se:

τ = 1± ct

s

τ −→ 1 quando s −→ −∞

τ −→ η quando s −→ x

s = (τ − 1)−1(±ct) = (−1)−1(1− τ)−1(±ct)

(x− s) = (−1)−1(±ct)[(1− η)−1 − (1− τ)−1] =
x(η − τ)

1− τ

ds =
(−1)(±ct)
(1− τ)2

dτ. (4.7)

Assim, a Eq.(4.6) recebe:∫ η

1

x−1−α(η − τ)−1−α

(1− τ)−1−α (−1)−am(1− τ)−am(±ct)amUm(τ)
(−1)(±ct)
(1− τ)2

dτ

= (−1)1−amx−1−α
∫ η

1

(η − τ)−1−α(1− τ)−1+α−am(±ct)1+amUm(τ)dτ

= (−1)1−amx−1−α
∫ η

1

(η − τ)−1−α(1− τ)−1+α−am(−1)1+amx1+am(1− η)1+amUm(τ)dτ

= xam−α(1− η)1+am

∫ η

1

(η − τ)−1−α(1− τ)−1+α−amUm(τ)dτ. (4.8)
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Da mesma forma obtendo:∫ +∞

x

(s− x)−α−1samUm

(
1± c t

s

)
ds

= (−1)αxam−α(1− η)1+am

∫ η

1

(η − ψ)−1−α(1− ψ)−1+α−amUm(ψ)dψ. (4.9)

A derivada fracionária de Riesz-Feller é dada por:

Dα
xu

m(x, t) = dα[1 + (−1)−α]xam−α(1− η)1+am

∫ η

1

(η − ψ)−1−α(1− ψ)−1+α−amUm(ψ)dψ.

(4.10)

Calculando a derivada fracionária de Riesz tem-se: xD
γ
1u(x, t) é dada por:

xD
γ
1u

n(x, t) =
Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

){∫ ∞
0

un(x+ ξ, t)

ξ1+γ
dξ −

∫ ∞
0

un(x− ξ, t)
ξ1+γ

dξ

}
=

Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

){∫ ∞
x

un(s, t)

(s− x)1+γ
ds−

∫ x

−∞

un(s, t)

(x− s)1+γ
ds

}
. (4.11)

Portanto,

xD
γ
1u

n(x, t) = xD
γ
1 [xanUn(1± c t

x
)] =

=
Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

)[∫ +∞

x

(s− x)−γ−1sanUn

(
1± c t

s

)
ds

−
∫ x

−∞
(x− s)−γ−1sanUn

(
1± c t

s

)
ds

]
=

Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

)
[(−1)−γ − 1]xan−γ(1− η)1+an

∫ η

1

(η − ψ)−1−γ(1− ψ)−1+γ−anUn(ψ)dψ.

(4.12)

Substituindo, Eq.(4.4), Eq.(4.10) e Eq.(4.12) em Eq(4.1)

(±c)βxa−βηDβ
θU(η)

= dα[1 + (−1)−α]xam−α(1− η)1+am

∫ η

1

(η − ψ)−1−α(1− ψ)−1+α−amUm(ψ)dψ

+ λ1
Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

)
[(−1)γ − 1]xan−γ(1− η)1+a

∫ η

1

(η − ψ)−1−γ(1− ψ)−1+γ−aU(ψ)dψ

+ λ2x
apUp(η). (4.13)
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Impondo a invariante na variável x:

a− β = am− α = an− γ = ap. (4.14)

Tem-se,

(±c)βηDβ
θU(η)

= −dα[1 + (−1)−α](1− η)1+am

∫ 1

η

(η − ψ)−1−α(1− ψ)−1+α−amUm(ψ)dψ

− λ1
Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

)
[(−1)−γ − 1](1− η)1+an

∫ 1

η

(η − ψ)−1−γ(1− ψ)−1+γ−anUn(ψ)dψ + λ2U
p(η).

(4.15)

4.3 Solução de similaridade

Nesta seção mostrou-se a solução do tipo monotônica, conhecida como frente onda

ou propagação infinita, sendo que esse tipo de solução aparece em várias aplicações

(DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008), (COSTA; PEREIRA 2017), (COSTA et.al,

2017), (GILDING; KERSNER, 2012):

U(η) =

Aη
k, η < 0

0, η ≥ 0
(4.16)

onde A e k são valores desconhecidos. Para determinar as variáveis de A e k, assumindo a

derivada de Grunwald-Letinikov no sentido oposto (θ = π) na Eq.(4.15). Observa-se que:

ηD
β
bU(η) = ηD

β
b [Aηk] = (−1)β

Γ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
Aηk−β, (4.17)

e

(1− η)1+am

∫ η

1

(η − ψ)−1−α(1− ψ)−1+α−amUm(ψ)dψ

= (1− η)1+am

∫ η

0

(η − ψ)−1−α(1− ψ)−1+α−amAmψkmdψ

= ηkm−α(1− η)1+amAm(−1)

∫ 1

0

(1− µ)−1−α(1− ηµ)−1+α−amµkmdµ

= Amηkm−α(1− η)1+am (−1)Γ(−α)Γ(1 + km)

Γ(1− α + km) 2

2F1(1− α + am, 1 + km; 1− α + km; η). (4.18)
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onde 2F1 é a função hipergeométrica de Gauss.

Substitúındo o resultado da Eq.(4.15) e obtendo a seguinte relação:

(−1)β
(±c)βΓ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
Aηk−β

= −dα[1 + (−1)−α]Amηkm−α

× (1− η)1+am (−1)Γ(−α)Γ(1 + km)

Γ(1− α + km)
2F1(1− α + am, 1 + km; 1− α + km; η)

− λ1
Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

)
[(−1)−γ − 1]Anηkn−γ

× (1− η)1+an (−1)Γ(−γ)Γ(1 + kn)

Γ(1− γ + kn)
2F1(1− γ + an, 1 + kn; 1− γ + kn; η) + λ2A

p.

(4.19)

Para as condições k = a tem Eq.(4.19) é a invariante na variável η:

(−1)β
(±c)βΓ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
A = −dα[1 + (−1)−α]Am

(−1)Γ(−α)Γ(1 + km)

Γ(1− α + km)
+

− λ1
Γ(1 + γ)

π
cos
(πγ

2

)
[(−1)−γ − 1]An

(−1)Γ(−γ)Γ(1 + kn)

Γ(1− γ + kn)
+ λ2A

p. (4.20)

Simplificando a Eq.(4.20), obtém a equação algébrica:

(−1)β
(±c)βΓ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
A

=
Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Am − λ1

iΓ(1 + kn)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)
An + λ2A

p. (4.21)

4.4 Soluções expĺıcitas

4.4.1 Equação de difusão fracionária não linear com reação e

convecção espacial-temporal

Nesta seção foi apresentado algumas soluções expĺıcitas da Eq.(4.1), incluindo os

casos de ordem inteira.

Para n = 1 e a relação m+ p = 2 em Eq.(4.19), obtém-se seguinte equação:

(−1)β(±c)β)Γ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
A =

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Am − λ1iΓ(1 + k)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + k)
A+ λ2A

p.

(4.22)

Note que m+ p = 2⇒ m− p = 2(1− p) e γ = β, esta equação é estabelecida através
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da Eq.(4.14), então considerando o caso não linear.

(∓c)βΓ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
A1−p =

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
A2(1−p) − λ1iΓ(1 + k)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + k)
A1−p + λ2.

(4.23)

Substituindo Θ = A1−p:

(∓c)βΓ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
Θ =

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Θ2 − λ1iΓ(1 + k)

exp(iβπ/2)Γ(1− β + k)
Θ + λ2

× Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Θ2 −

[
λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

]
Γ(1 + k)

Γ(1 + k − β)
Θ + λ2 = 0. (4.24)

Então,

∆ =

(
λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)

)2

Γ2(1 + k)

Γ2(1 + k − β)
− 4λ2Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)

Θ =

(
λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

)
Γ(1+k)

Γ(1+k−β)
±
√(

λ1i
exp(iβπ/2)

+ (∓c)β
)2

Γ2(1+k)
Γ2(1+k−β)

− 4λ2Γ(1+km)
exp(iαπ/2)Γ(1−α+km)

2
Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)

Θ =
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

2Γ(1 + km)

×

( λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

)
±

√(
λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

)2

− 4λ2Γ(1 + km)Γ(1 + k − β)

exp(iαπ/2)Γ2(1 + k)

 .
(4.25)

Agora A1−p = Am−1 = Θ ⇒ A = Θ
1

m−1 , usando a condição m + p. Substituindo este
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na Eq.(4.3):

u(x, t) = xa.Aηk = Ax
α−β
m−1

(
1± ct

x

) α−β
m−1

=
[
Θ(x± ct)α−β

] 1
m−1

=

{
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

2Γ(1 + km)

(
λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

)
×

×

1±
√√√√1− 4λ2Γ(1 + km)Γ(1 + k − β)

exp(iαπ/2)Γ2(1 + k)
(

λ1i
exp(iβπ/2)

+ (∓c)β
)2

 (x± ct)α−β


1

m−1

u(x, t) =

{
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

2Γ(1 + km)
×
[(

λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

)
±

±

√(
λ1i

exp(iβπ/2)
+ (∓c)β

)2

− 4λ2Γ(1 + km)Γ(1 + k − β)

exp(iαπ/2)Γ2(1 + k)

 (x± ct)α−β


1
m−1

(4.26)

com x < ct.

4.4.2 Difusão fracionária

Para λ1 = λ2 = 0 (apenas no processo de difusão) tem a seguinte solução:

u(x, t) =

[
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

Γ(1 + km)
(∓c)β(x± ct)α−β

] 1
m−1

. (4.27)

A Eq.(4.27) é uma generalização dos resultados dado por V.D. Djordjevic e T.M.

Atanackovic (DJORDJEVIC; ATANACKOVIC, 2008). A solução da ordem de número

inteiro é recuperada para α→ 2 e β → 1.

u(x, t) =

[
m− 1

m
(±c)(x± ct)

] 1
m−1

. (4.28)

Para o caso particular “− c” na Eq.(4.27):

u(x, t) =

[
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

Γ(1 + km)
(+c)β(x− ct)α−β

] 1
m−1

. (4.29)

rescrevendo a Eq.(4.29) da seguinte forma:

u(x, t) =

[
Γ(1 + k)exp(−iαπ/2)

Γ(1 + km)
(−c)β(ct− x)α−β

] 1
m−1

. (4.30)



4.4 Soluções expĺıcitas 66

4.4.3 Difusão fracionária com convecção linear

Para λ2 = 0, considerando a difusão e a convecção linear:

u(x, t) =

[
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

Γ(1 + km)

(
(∓c)β +

iλ1

exp(iβπ/2)

)
(x± ct)α−β

] 1
m−1

. (4.31)

essa é uma generalização do resultado encontrado por F.S. Costa e M.R.A.Pereira (COSTA;

PEREIRA 2017). A solução da ordem de número inteiro é recuperada para α→ 2 e β → 1

em Eq.(4.31).

u(x, t) =

[
m− 1

m
(±c− λ1)(x± ct)

] 1
m−1

. (4.32)

Para o caso particular “− c” na Eq.(4.31):

u(x, t) =

[
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

Γ(1 + km)

(
(+c)β +

iλ1

exp(iβπ/2)

)
(x− ct)α−β

] 1
m−1

. (4.33)

pode-se reescrever a Eq.(4.33) da seguinte forma:

u(x, t) =

[
Γ(1 + k)exp(iαπ/2)

Γ(1 + km)

(
(−c)β +

iλ1

exp(iβπ/2)

)
(ct− x)α−β

] 1
m−1

. (4.34)

4.4.4 Difusão fracionária com reação

Para o caso λ1 = 0, obtém-se a solução de difusão fracionária com reação:

u(x, t) =

=

[
exp(iαπ/2)Γ(1 + k)(∓c)β

2Γ(1 + km)

(
1±

√
1− 4λ2Γ(1 + km)Γ(1 + k − β)

exp(iαπ/2)Γ2(1 + k) (∓c)2β

)
(x± ct)α−β

] 1
m−1

.

(4.35)

essa é uma generalização dada por (COSTA et al., 2016). A solução da ordem de número

inteiro clássica é recuperada para α→ 2 e β → 1 na Eq.(4.35)

u(x, t) =

[
m− 1

2m
(±c)

(
1±

√
1 +

4mλ2

c2

)
(x± ct)

] 1
m−1

. (4.36)
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No caso particular “− c” na Eq.(4.35):

u(x, t) =

=

[
exp(iαπ/2)Γ(1 + k)(+c)β

2Γ(1 + km)

(
1±

√
1− 4λ2Γ(1 + km)Γ(1 + k − β)

exp(iαπ/2)Γ2(1 + k) (c)2β

)
(x− ct)α−β

] 1
m−1

.

(4.37)

pode-se reescrever a Eq.(4.37) da seguinte forma:

u(x, t) =

=

[
exp(iαπ/2)Γ(1 + k)(−c)β

2Γ(1 + km)

(
1±

√
1− 4λ2Γ(1 + km)Γ(1 + k − β)

exp(iαπ/2)Γ2(1 + k) (c)2β

)
(ct− x)α−β

] 1
m−1

.

(4.38)

4.5 Solução estacionária da equação de difusão fra-

cionária reação-convecção

Para m+ p = 2n m > n e c = 0 na Eq.(4.21):

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Am − iλ1Γ(1 + kn)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)
An + λ2A

p = 0

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Am−n − iλ1Γ(1 + kn)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)
A0 + λ2A

p−n = 0

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
A2(m−n) − iλ1Γ(1 + kn)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)
An−m + λ2 = 0,

(4.39)

foi utilizado à transformação Θ = A(m−n), na Eq.(4.39),

Γ(1 + km)

exp(iαπ/2)Γ(1− α + km)
Θ2 − iλ1Γ(1 + kn)

exp(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)
Θ + λ2 = 0. (4.40)

Então,

Θ1 =
iΓ(1 + kn)exp(iαπ/2)

2exp(iγπ/2)Γ(1 + km)

(
λ1 ±

√
λ2

1 −
4λ2Γ(1 + km)exp2(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)

Γ2(1 + kn)exp(iαπ/2)

)
.

(4.41)
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Portanto A(m−n) = Θ1 ⇒ A = Θ
1

m−n :

u(x, t) =

=

{
iΓ(1 + kn)exp(iαπ/2)

2exp(iγπ/2)Γ(1 + km)

(
λ1 ±

√
λ2

1 −
4λ2Γ(1 + km)exp2(iγπ/2)Γ(1− γ + kn)

Γ2(1 + kn)exp(iαπ/2)

)
xα−β

} 1
m−n

.

(4.42)

A solução da ordem de número inteiro é recuperada para α→ 2 e β → 1.

u(x, t) =

[
m− n
m

(
λ1 ±

√
λ2

1 −
4nλ2

m

)
x

] 1
m−n

. (4.43)

4.6 Gráficos

Foi plotado os gráficos para os casos particulares mostrado na subseção 4.4.1 para

as Eq.(4.30), Eq.(4.33) e Eq.(4.37), adotando os valores aos parâmetros: m = 2, valor

absoluto da amplitude |A| = 1 e α = 2β o último é devido as relações m + p = 2 e

Eq.(4.14). Traçando resultados de onda para três fenômenos difusão fracionária, difusão

fracionária com convecção e difusão fracionária com reação. Observa-se que a velocidade

da propagação cresce atrelada ao aumento de β. As curvas côncavas representam o com-

portamento anômalo, elas são transformadas em curvas lineares considerando a ordem

inteira de β.

Figura 4.1: Perfis de ondas para difusão fracionária com (λ1, λ2) = (0, 0), (m,n, p) =
(2, 1, 0), |A| = 1 (β, γ, α) = (0.5, 0.5, 1), (β, γ, α) = (0.7, 0.7, 1.4), (β, γ, α) = (1, 1, 2) e
quatro instantes de tempo (t = 0.3, t = 0.6, t = 1, t = 1.3) diferentes;
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Figura 4.2: Perfis de ondas para difusão fracionária com convecção (λ1, λ2) = (0, 0),
(m,n, p) = (2, 1, 0), |A| = 1 (β, γ, α) = (0.5, 0.5, 1), (β, γ, α) = (0.7, 0.7, 1.4), (β, γ, α) =
(1, 1, 2) e quatro instantes de tempo (t = 0.3, t = 0.6, t = 1, t = 1.3) diferentes;
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Figura 4.3: Perfis de ondas para difusão fracionária com reação (λ1, λ2) = (0, 0),
(m,n, p) = (2, 1, 0), |A| = 1 (β, γ, α) = (0.5, 0.5, 1), (β, γ, α) = (0.7, 0.7, 1.4), (β, γ, α) =
(1, 1, 2) e quatro instantes de tempo (t = 0.3, t = 0.6, t = 1, t = 1.3) diferentes;

x

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

u
(x

,t
)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

t=0.3

t=0.6

t=1

t=1.3

x

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

u
(x

,t
)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

t=0.3

t=0.6

t=1

t=1.3

x

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

u
(x

,t
)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

t=0.3

t=0.6

t=1

t=1.3

4.7 Resultado e Discussão

Como resultado principal, este trabalho apresentou um método de redução de

similaridade para resolver o problema, através de solução expĺıcita de onda viajante, com

propagação finita, chamada de frente de onda e solução estacionária. Com base no objetivo

proposto foi definido algumas observações:

• Processos de difusão fracionária e difusão fracionária com convecção que a velocidade

c aumenta à medida que β aumenta, atingindo seu valor máximo em β −→ 1.

• A afirmação pode ser verificada na relação entre amplitude A e velocidade de onda

c estabelecida em Eqs.(4.30) e (4.34). Para a difusão fracionária com reação, a

velocidade de onda c não é monotônica para 0 < β ≤ 1, como pode-se observar nas

figuras.

• Portanto, conclúı-se que a equação Eq.(4.2) pode ser interpretado como um modelo

com atraso para difusão fracionária e difusão fracionária linear com convecção, o

que não é mais verdadeiro para a difusão fracionária com reação, como é visto pela

velocidade da onda c.



5

Considerações Finais

Neste trabalho foi definido as derivadas fracionárias e suas propriedades. Dessa

forma, mostrou-se os processos de difusão fracionária não-linear, temporal e espacial.

Para tal, apresentou-se o modelo fracionário usado para descrever a equação de difusão,

com reação e convecção e explicou-se sobre o uso das derivadas fracionárias, utilizando

soluções do tipo ondas viajantes. Sendo assim, encontrou-se casos particulares que ocor-

rem na solução geral e por fim, apresentou-se alguns gráficos com o intuito de analisar o

comportamento anômalo associado à memória e distância.

5.1 Contribuições Acadêmicas

A equação de difusão fracionária não linear, abrange muitas aplicações,como a

infiltração de água no solo, desenvolvida pela equação de Boussinesq, em que m = 2

podendo ser observado o comportamento dos fenômenos de reação e convecção.

5.2 Trabalhos Futuros

Objetiva-se futuramente investigar: Soluções numéricas para soluções da equação

de difusão fracionária espacial e soluções numéricas e computacionais para a difusão fra-

cionária não linear com convecção e reação;

5.3 Publicações

5.3.1 Periódicos

• Travelling Waves in Space-Fractional Nonlinear Diffusion with Linear

Convection, Journal of Applied Mathematics and Physics, ISSN online: 2327-4379

(Publicado).

• Fractional space–time nonlinear reaction–convection–diffusion, Computa-

tional and Applied Mathematics, ISSN online: 1807-0302 (Publicado).
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REFERÊNCIAS 72

reaction, v.60, Birkhäuser, 2012.
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VULPIANI, A. Lewis Fry Richardson: scientist, visionary and pacifist. Lettera
Matematica, v. 2, n. 3, p. 121-128, 2014.

ZHANG, H.; LIU, F. The fundamental solutions of the space, space-time Riesz
fractional partial differential equations with periodic conditions. Numerical Mathe-
matics - English Series. v. 16, n. 2, p. 181, 2007.




